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INTRODUZIONE 


CONTENESTE I PRINCIPI! DELL 5 APPLICAZIONE DELL’ALGEBRA 
AI PROBLEMI GEOMETRICI DETERMINATI DI 1°K 2‘ , GRADO. 


capo paino. 

Costruzione delle equazioni ad un'incognita di 1° e 2° grado. 

1. In un problema geometrico , del pari che in una qiiistione 
puramente numerica, si hanno quantità note e quantità incognite: 
e siccome le relazioni che l’enunciato di un problema numerico 
stabilisce tra le due classi di grandezze (note ed incognite) som- 
ministrano il mezzo di tradurlo in equazione , così potrà farsi 
altrettanto rispetto ad un quesito di geometria , quando i teo- 
remi di questa scienza ci possono offrire sufficienti relazioni nu- 
meriche tra le linee note e le incognite. Ci serva di esempio 
il seguente 

Problema. Dal punto C ( fig. 1) , dato sul prolunga- 
mento del diametro AB, si vuol condurre una segan- 
te CE al semicerchio AEB , in modo che la parte inter- 
cetta DE pareggi la corda BD. 

Sia 0 il centro del semicerchio dato: facciamo il raggio OB—r, 
la distanza BC=h; e chiamiamo x la parte esterna della segan- 
te richiesta CE , ed y la parte intercetta. 

Dovendo esser DE=BD, sarà l’angolo E0D=*B0D , e cosi la 
OD , bisecando 1’ angolo 0 del triangolo COE , dividerà ( per un 
noto teorema di geometria) il lato CE nelle parti ED c DC , ri- 
spettivamente proporzionali ai lati OE , OC. Avremo in conse- 
guenza: 

OC : OE = DC : DE , 

ossia 

r h : r = i: y 
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Dallronde le seganti CA, CE dovendo esser in ragione inversa 
delle parti esterne CB , CD , si avrà l’ altra proporzione : 

CA : CE = CD : CB , 

ossia 

2 r + A ; x-\-y = x : A; 

VX 

la quale, mercè la sostituzione di — ~ ad y, che si ottiene dal- 
la proporzione precedente , diverrà: 

r t! - A : x = x : A, 

donde 

**=( r -f- A ) A , ed x — V (r+A)A. 

Cosi, essendo dati i valori numerici di r ed A, si potrà deter- 
minare quello di che preso poi coinè raggio, e descrittone un 
cerchio col centro C, farà conoscere il sito della segante CE, la 
cui parte esterna è stata già definita di valore. 

Ma senza attuare questi calcoli numerici , la natura soltanto 
della funzione esprimente il valore di x sarà sufficiente ad in- 
dicare la costruzione da farsi per ottenere la soluzione grafica 
del problema. Ed in vero 1’ ultima delle proporzioni precedenti 
ci mostra x media proporzionale tra r + A ed A , ossia tra OC 
e BC ; basterà dunque costruire questa inedia proporzionale , ed 
il problema sarà risoluto. A tal uopo sulla OC ooinc diametro si 
descriva il semicerchio OFC : dal punto B si elevi BF perpendi- 
colare ad OC, e la corda CF sarà la media proporzionale richie- 
sta tra OC e BC. E prendendo poi C come centro e descrivendo 
un cerchio coll’ intervallo CF , si avrà il punto D, che compierà 
la soluzione del problema, determinando il sito della segante CE. 

Queste operazioni grafiche, eseguite per la determinazione del- 
la incognita ed indicate dalla natura della funzione che ne rap- 
presenta il valore, costituiscono ciò che dicesi costruzione di una 
equazione. 

2. Nell’ esempio qui sopra recato chiaramente si vede come 
l’uso dell’algebra nella soluzione dei problemi geometrici richieg- 
ga l’ attuazione di tre distinte operazioni. La prima consiste nel. 
la traduzione del problema in equazione, attuata mercè l’espres- 
sione algoritmica delle relazioni di quantità che i teoremi geo- 
metrici faauo scorgere tra le grandezze note e l’ incognita. Indi 
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si passa a risolvere l’ equazione secondo i metodi appresi nell’al- 
gebra; infine si dovrà costruire l’equazione risoluta. Or questa terza 
parte della soluzione algebrica di un problema geometrico si de- 
duce dalla natura stessa della funzione che rappresenta il valor 
dell’incognita, determinando le costruzioni corrispondenti a certe 
funzioni semplici, perchè servissero di elementi per la costruzio- 
ne delle altre. Le quali costruzioni elementari , avendo riguardo 
alla natura dei problemi considerati in questa introduzione, si ri- 
ducono alle seguenti: 

x = a , x = — — , x = l/ab , x — V' a 2 j+_b\ 
c 

1) Costruzioni dipendenti da x = a. 

3. Una linea non potendo ammettere altra espressione algorit- 
mica della sua quantità se non quella indicante il numero di vol- 
te che 1’ unità lineare vi è contenuta , egli è chiaro che questo 
numero mercè l’elemento alfabetico che lo rappresenta in genera- 
le , disegnerà la lunghezza di una linea. Quindi le equazioni ri- 
solute sotto la forma x — a, esprimeranno nel loro significato 
geometrico che 1’ unità lineare dovrà portarsi a volte sulla linea 
data nell’enunciato del problema, 

Interpotrata geometricamente la forma primitiva x = a , egli 
è facile intendere il significato delle forme x => ab , x = abe , 
sapendosi dalla geometria che l’ aia di un rettangolo è rappre- 
sentata dal prodotto dei lati contigui a cb, che il volume di un 
parallelepipedo rettangolare lo è dal prodotto dei tre spigoli a, h, c, 
concorrenti al vertice di un angolo solido. Donde poi è derivato 
il nome di dimensioni che nell’algebra si è dato al numero dei 
fattori letterali di una funzione mouomia. 

2) Costruzioni dipendenti da x ==5 ~~* 

4. Dalla proporzione 

c : b =* a : x 

si rileva che la funzione ~ rappresenta una retta, quarta pro- 
porzionale in ordine àlle tre rette date c, 6, a. Laonde costrui- 
to un angolo rettilineo qualunque MNS (fig. II) , prese le parti 
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NP = c , PM = b , NQ = a, e congiunti i punti P e Q, la MS 
parajlella a PQ determinerà QSs= 

Alla forma — sono riducibili le forme complesse ^ t 

c de e/tf 

ecc. Ed invero , essendo 
(tbc 


de 


ab e 

-,-X > 

d e 


ab 


ed -j- rappresentando una quarta proporzionale q in ordine a d, 
b, a, avremo ; 


abc 

de 


qe 


che disegnerà una nuova quarta proporzionale in ordine ad e,c,q. 


E similmente si troverà che 


abcd 

e f9 


si costruirà oon tre succes- 


sive quarte proporzionali , P ultima delle quali esprimerà il si- 
gnificato geometrico della funzione. 

Or combinando la forma x = — colle altre due x*=ab,x=abQ 

si troverà che 


abcd 


ab 

e 


cd 

7 


significa un rettangolo , definito dalle duo quarte proporzionali 

ab cd 

— , — ; e che 
e J 

abcdef ab cd e f 

yhl ’ ^ g 4 l 

a b 

rappresenta un parallelepipedo , le cui tre dimensioni sono , 

si t u 

h ’T* 

Donde si releva che una funzione frazionaria razionale con ter- 
mini monomii rappresenterà una retta, un rettangolo, o un paral- 
lelepipedo rettangolare, secondochè il numeratore di essa conterrà 
una , due , o tre dimensioni di più che il denominatore. Ma se 
poi la funzione frazionaria avesse egual numero di dimensioni nei 

due termini , come ~ 3 — 3 3 eco. sarebbe allora l’espres- 
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sionc di un numero astratto , rappresentante il rapporto di duo 
lince , due superfìcie , o due volumi , secondochè i due termini 
della frazione avranno una , due o tre dimensioni. 

3) Costruzioni dipendenti da x— y'ab. 

5. Essendo il medio proporzionale geometrico di due numeri 

eguale alla radice 2* del loro prodotto , è chiaro che l // ab~ rap- 
presenterà una retta, media proporzionale tra le due , a e b. Per- 
ciò, descritto un semicerchio ( fig . Ili) , prendendo per diametro 
AB =s a , che supponiamo esser la maggiore delle due , e tolta 
AD = b , si elevi la DS perpendicolare ad AB ; la corda AS sarà 
la media proporzionale richiesta. La quale poteva ancora costruir- 
si descrivendo un semicerchio sul diametro a -j- 6 , ed elevando 
una perpendicolare dal punto di unione delle due rette. 

Alla forma l // ab sono evidentemente riducibili le forme: 


j/ u*-+-ub —1/ n(tr~t~b, 

/ wbcd /«« c< t 

V “ V «”'T 

ecc. 


epe. 


Or è da osservarsi che in questi esempii i monomi che stanno 
sotto il segno radicale , hanno due dimensioni, mentre le corris- 
pondenti funzioni irrazionali non rappresentano che lunghezze ; 
dimodoché il numero delle dimensioni di una funzione irrazionale 
sarà dato dal quoziente del numero delle dimensioni della fun- 
zione sottoposta al segno radicale, diviso per l’indice della radice. 


4) Costruzioni dipendenti da ar=?=|/a*-f -b m 

6. Pel noto teorema sulle relazioni esistenti tra l’ ipotenusa 

ed i cateti di un triangolo rettangolo, si ha che |/o*-j- b* rap- 
presenterà l’ ipotenusa del triangolo , di cui a c b sono i ca- 
teti, Perciò togliendo su i lati di un angolo retto , a contar dal 
vertice , due parti rispettivamente eguali ad a e b , la congiun- 
gente dei loro punti estremi sarà il valore di #*=* 

E se prendiamo sopra un lato dell’angolo retto una porzione 
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*=* b , c dall' estremo di questa come centro e col raggio a > b 
descriviamo un cerchio , la porzione che verrà determinata sul- 
T altro lato dell’ angolo retto , rappresenterà in virtù dello stesso 

teorema il valore di ® = l /a * — vale a dire il cateto di un 
triangolo rettangolo , di cui a è l’ ipotenusa e b 1* altro cateto. 

Alla costruzione di \/a*±b* è riducibile quella di ogni radi- 
cale del 2" grado che tenga sottoposto al segno un polinomio, i 
cui termini, interi o fratti , abbiano due dimensioni. Prendiamo 
ad esempio: 

« / , l C,le fn ,n 

*”K “ M 

Rappresentando una quarta proporzionale q, ed -- un'altra 
quarta proporzionale r, sostituendo avremo : 

p/ab-j--~ — — ^==1 /ab -f -eq -j-mr. 

Or chiamando y, z, v le medie proporzionali tra a e h, q ed e, 
m ed r; saranno : 

ab — y 1 , eq s= 3* , mr = 


ed il radicale si troverà ridotto alla forma l^i/' a 1 — v 3 che 

sarà semplificata nell’altra, b 7 k~ — quando siasi determinata 
l’ ipotcnusa k del triangolo rettangolo di cui sono cateti y e z. 

7. Le due forme V' ab, b 7 a'rh b À si riferiscono ad equazioni 
pure del 2° grado ; ma combinando la 2® di esse coll’ altra, x=a, 
si avrà la costruzione delle equazioni complete dello stesso gra- 
do. Poniamo data 1’ equazione : 

x * — px 4- q® = 0 , 

le cui radici sono rappresentate da 



Per averne la rappresentazione geometrica , si prenda la retta 
AB = p (fig. IV), si divida per metà, e togliendo una di questo 
a diametro si descriva il semicerchio 0MB ; indi col punto B 
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come centro c coll’ intervallo BM — q si determini il punto M ; 

sarà OM = — q \ Quindi prendendo ON = OM, avremo le 

due radici: 

-f 4- j/-j--9 i =A0+0N«AN, 

— — [/ K—f = BO — ON = BN. 

Ma queste radici si potevano costruire senza risolvere 1’ equa- 
zione proposta; imperocché dovendo per la teorica delle equazio- 
ni esser q*=»AN.NB, ep = AN NB, bastava descrivere sulla 
AB = p il semicerchio ALB ; dall’ estremo B del diametro elevare 
la perpendicolare BK = q ; dal punto R condurre RL parallella 
ad AB ; ed abbassare in fine dal punto L d’intersezione colla cir- 
conferenza la perpendicolare LN ad AB : avremmo così ottenuto 
AN 4- NB = p , AN.NB = NL* = q\ 

S. Se nell’equazione proposta il termine q* sia negativo, si avrà 



In questo caso tolta AB = p (fig. V) ed elevata su essa la perpen- 
dicolare BC = q, la congiungente OC del punto C col punto 0 , 

medio di AB , rappresenterà -fq'; quindi trasportando OC 

in OE si avrà: 

y + + q m = AO 4- OE = AE , 

y - i/t + 9“ = 0B - 0E = «E. 

Ma descrivendo sulla AB come diametro il cerchio ALBD, si avrà 
IX =3 BE ; le radici dell’ equazione saranno rappresentate da DE 
e CL, e BC= q sarà tangente al cerchio descritto. Laonde per co- 
struire le radici dell’equazione x* -\-px — q* = 0 , si descriverà 
sul diametro AB = q una circonferenza ; da un punto qualun- 
que B di essa si menerà la tangente BC = q ; e condotto pel 
centro la segante DC, i segmenti CD e CL saranno i valori geo- 
metrici delle due radici. 
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9. Nelle due equazioni di 2° grado, tolte ad esempio nei due 
numeri preocdenti, non abbiamo considerato che il segno del ter- 
mine noto g* , sapendosi dalla teorica delle equazioni che il ter- 
mine in x* dev’esser sempre positivo, e che il segno di px non 
può aver influenza sul valore assoluto delle radici. 

10. Osserviamo in fine che i polinomii considerati nelle co- 
struzioni precedenti , erano omogenei , vale a dire che tutti i 
loro termini avevano uno stesso numero di dimensioni. E questa 
condizione è indispensabile , perchè un polinomio possa aver si- 
gnificato geometrico , imperocché sareblm assurdo supporre che 
linee si potessero addizionare o sottrarre insieme a superficie , 
volumi e numeri. Ma un polinomio potrà non esser etorogenco 
che in apparenza , la qual cosa avverrebbe sicuramente se qual- 
cuna delle dimensioni si fosse tolta per unità lineare. Così po- 
nendo c =a 1 noi polinomio : 


questo diverrebbe 


ab -f- 


bcd 

m 


c*de 


us 


t 


. i bd 

db -4— — ' — 

1 m 


de 
ns y 


In questo caso i termini torneranno a divenire omogenei , in- 
troducendo in quelli , che hanno minor numero di dimensioni , 
l’unità tante volte come fattore , quante ne saranno necessarie 
perchè il numero delle dimensioni pareggiasse il massimo che ivi 
si osserva. Così l’ ultima espressione ritornerà ad esser omogenea 
sotto la forma : 

, . bd. t de. 1.1 


CAPO SECONDO. 

Applicazione dei principii precedenti 
alla soluzione di alcuni problemi. 

Problema I. 

11. Dati i tre lati di un triangolo, determinarne 
l’aja, il raggio del cerchio iscritto e quello del cer- 
chio gì rcoscritto. 
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Sia ABC ( fig. VI) il triangolo dato , ed a , 6 , e i lati oppo- 
sti agli angoli di analoga denominazione. Dal vertice B condu- 
cendo sulla AC la perpendicolare Bm, avremo la superficie del 
triangolo espressa da; 


iBC. Bm = f bV c' — Am*. 
Ma per un noto teorema di Geometria si ha 


donde 


= b* + c * — 26 . Am ; 


Am 


2 b 


( 1 ) 


Sostituendo questo valore nell’ equazione (1) ed indicando con 
S la superficie del triangolo , si ottiene : 


S 





— a*)»' 
46 * 


vKiòV— (ò’+c*— a’)\ 


Or trasformando la quantità sottoposta al segno radicale in 
quest ultima espressione , mercè il teorema che pone la differen- 
za di due quadrati eguale al prodotto della somma per la diffe- 
renza delle corrispondenti radici , avremo : 

4ÒV— (6 1 +c a — a y =(26c + b' +c 2 — a'\lbc— b' —e* + a') 
— [(* + c) 1 — a a ][a* — (6 — c) a ] 
=(^-|-c-J-o)(6-f-c — a) (a-f-à — cya-\-o — by 

Ma se poniamo il perimetro a + b -f- c = 2p , avremo 
o-f c— 6=2(p— 6),64-a— c=2(p— c),6-fc— a=2(p— a); 

e sostituendo questi valori nell’espressione della superficie del 
triangolo , si avrà : 


S = |/ p(p— a)(p — 6){p — c). 

Per ottener poi l’espressione del raggio r del cerchio iscritto, 
osserviamo che la superficie del triangolo evidentemente può es- 
ser rappresentata da : 


t r (a + b -f c) =* pr. 
Sarà dunque S *= pr , ed in conseguenza : 
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(p — a)(p— b)(p — c) 


In fine rispetto al raggio R del cerchio circoscritto allo stesso 
triangolo ABC (Jig. VII) osserviamo che condotto il diametro BK, 
congiunto il punto K con,A, ed abbassata la perpendicolare Bm 
ad AC , i due triangoli ABK ed AmC risulteranno simili , e da- 
ranno in conseguenza la proporzione : 


ossia 


donde 


BK. : AB == BC : Bm 


2R : c = a : Bm 


Bm = 


ac 


ed 


Quindi 


f b. Bm = 


R i 


abc 
4S " 


abc 

4H 

abc 


4l/p(p— a)(p— b){p—c) 


Problema II. 


Iscrivere un quadrato in un triangolo dato. 

Supponiamo il problema già risoluto , e che il rettangolo mi 
( fig. Vili ) , iscritto nel triangolo dato ABC , sia un quadrato. 
Facciamo la base AC = 6 , l’ altezza Bn = a , mg = mh = x , 
quindi BO = a — x. Ciò posto , i due triangoli simili ABC, toB g 
ci daranno la proporzione : 


ossia 

donde 


AC : mg = Bn ; Bo , 


b : x = a a — x ; 


ab = (a -f ti)x , ed x — 


ab 

a-\-b 


Per costruire la quarta proporzionale — ^ > si prolunghi AC 

in D , finché sia CD = a ; si unisca B con D ; pel punto C si 
conduca Cm parallella a BD , e per m la mh perpendicolare ad 
AC ; sarà mh il lato del quadrato richiesto. Imperocché avremo 
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le proporzioni : 

AD : AC = AB : Am 
=» Bn ; m/i, 

ossia a -\-b : b — a : mJi ; 

sarà dunque x = mh. Quindi menando mg parallella e gl per- 
pendicolare ad AC , mglh sarà un quadrato. 


Problema in. 


Per un punto dato fuori di un cerchio si vuol mena- 
re una segante in modo che la parte intercetta dalla 
circonferenza sia eguale ad una retta data. 

Sia A ( fig . IX) il punto dato fuori del cerchio BDC , e c la 
retta data. Pel punto A e pel centro 0 si conduca le segante AC, 
e si faccia OC = r , AB = a. Immaginando condotta la segan- 
te As in modo che sia ns — c , e chiamando x la parte ester- 
na An , avremo: 

AC : As =a An ; AB, 

ossia 


donde 


c-j-2r: c + x — x : a; 
x* + ex — <ì(a -f- 2r) = 0 , 


equazione simile a quella considerata nel n° 8. E per applicar- 
vi la stessa costruzione ivi data, bisognerà soltanto determinare il 
lato del quadrato equivalente al rettangolo a(a-f 2r); ciò che 
si ottiene conducendo pel punto A la tangente AD al cerchio 
dato , essendo noto che il quadrato di AD pareggia il rettangolo 
di AB in AC , ossia a(a -|- 2r). 

Ciò posto , si prenda sul raggio DO la porzione Dm = ~ c , e 
col punto m come centro e col raggio mD si descriva il cerchio 
D eg ; indi pel centro m si conduca Ag ; ed Ae , Ag (n° 8) sa- 
ranno i due valori di x. Quindi descrivendo col punto A come 
centro e col raggio Ae un arco di cerchio, i punti d’intersezio- 
ne n ed vi col cerchio dato determineranno le due seganti As 
ed As' che soddisferanno la condizione richiesta. 


Problema IV. 

Per due punti dati, A e B {fig . X) sulla circonferen- 

i 
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za di un cerchio si vogliono condurre due corde pa- 
rallele AD, BC , tali che il trapezio ABCD risulti equi- 
valente ad un quadrato dato. 

Ponendo che ABCD sia il trapezio richiesto, immaginiamo con- 
dotta pel punto I, medio di AB , la in parallclla a BC, dal cen- 
tro 0 la Om perpendicolare ad In, e la B» perpendicolare ad AD. 

È chiaro che sarà Im = mn , e che in conseguenza l’ aja del 
trapezio ABCD sarà ospressa da 2im.B». 

Or condotta la 01 , poniamo AB = a , 01 = c , B» — x , ed 
il quadrato dato = q % . I due triangoli simili AB» , Ofm ci dan- 
no la proporzione: 


ossia 

donde 


Imi 01 = B» : AB , 

Im : c = x ' a ; 


i cx ai n 2rx* 

Un =* — ì e Zlm.Bv = 

a a 


Quindi P equazione del problema sarà : 



dalla quale sia ha: 

, / aq' 

Per costruire questo radicale si prendano su i lati dell’ ango- 
lo BAC (fig. XI) le parti Am = 2c , An — q, As = a ; ed uni- 
to il punto m con a si conduca alla congiungente ms la paral- 
lela ns: sarà Az — ~ • Quindi — - =b4 A z.q , ed il radicale 

esprimerà la media proporzionale tra As ed An. Perciò traspor- 
tata la As in Ah, descritto il semicerchio Atn, ed elevata la ht 
perpendicolare ad An, sarà A t la media proporzionale richiesta. 
Laonde descritto un semicerchio sulla AB (fig. X) come diame- 
tro ed applicata in esso la corda Bu = At , la AD condotta poi 
punti A e » sarà una delle basi del trapezio richiesto. 

Se risultasse Bu=AB, il trapezio diverrebbe un rettangolo; 
e se poi riuscisse Bt> >. AB , il problemi* sarebbe assurdo. 
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SEZIONE PRIMA. 


GEOMETRIA ANALITICA NEL PIANO. 

SB * s v 

.. -A 


CAPO PRIMO. 


P\ ÒC* 1 . \ 
. U\ V) l 

\u ) v/' x - "t 

V / 

V. ^ 


DETERMINAZIONE DEI LUOGO DI UN PUNTO — 8ISTBMI DI CETO&DìNÀTE— 
TRASFORMAZIONE DI ESSE. 


I. Siano XX', YY' (fitj. 1) due rette non parallele, date di po- 
sizione in un piano; ed in questo un punto M, il cui sito si vuol 
determinare. Conducendo le due rette MQ ed MP, rispettivamen- 
te parallele ad XX' ed YY', é chiaro che le loro lunghezze defini- 
ranno il sito del punto M nell’ angolo XOY. 

Le due rette MP ed MQ diconsi coordinate del punto M; 
1’ una di esse , la MQ = OP , la quale è parallela alla retta fissa 
XX', suol indicarsi con x, e con y l’altra, parallela alla retta fissa 
YY' ; alla prima si dà il nome speciale di ascissa, e quello di 
ordinata del punto M alla seconda. 

Le due rette fisse XX', YY' si dicono assi coordinati, ed 
in ispecie asse delle x o delle ascisse, ed asse delle y o 
delle ordinate; al punto d’intersezione 0 si dà nome di ori- 
gine, imperocché da esso vanno contate le due coordinate OP= 
MQ = x , ed OQ = MP = y ; 1’ angolo XOY , formato dagli assi , 
si appella angolo delle coordinate, e l’insieme dei due assi 
forma un sistema di coordinate. Il quale si dirà rettango- 
lare, se l’angolo degli assi è retto, ed obliquo in ogni altro caso. 

Purtuttavia il sito del punto M nel piano non sarà perfettamen- 
te definito mediante i valori numerici delle sue coordinate MP 
ed MQ, imperocché le stesse coordinate evidentemente apparten- 
gono ancora agli altri tre punti M', M", M'", i quali sono con M 
ad eguali distanze dagli assi. Per distinguere questi quattro punti 
Uerr Geom. Anal. I 
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l’un dall’altro, basterà apporre i segni -f- e — alle coordinate. Si 
usa riguardar come positive le ascisse che procedono dall’origi- 
ne a dritta nella direzione OX, e negative quelle che vanno 
a sinistra nella direzione OX'; le ordinate, tolte da 0 in alto 
secondo OY , positive, e negative quelle che seguiranno la 
direzione OY'. 

L’ origine dividendo ciascuno degli assi in due semiassi, po- 
tremo per brevità chiamar l’imo semiasse positivo, l’altro se- 
miasse negativo. Dei quattro angoli risultanti dall’intersezione 
degli assi intenderemo per angolo delle coordinate sempre 
quello costituito dai due semiassi positivi , il quale sarà sempre 
< 180°. 

Laonde disegnando con m ed n i valori numerici delle coordi- 
nate MP ed MQ , otterremo pei quattro punti M, M', M", M'" 
il seguente schema : 


M S 


x = -f m 
y=+m 



x = — m 
V =+» 



~ m M'" 

— n ìy — — n 


Donde si rileva che mediante le due equazioni : 

1. x = a , y= h 

il sito del punto M sarà definito compiutamente e senza equi- 
voco, se con a eb intenderemo rappresentare i valori delle coor- 
dinate, preceduti dai segni che loro convengono. Ed è perciò che 
le equazioni 1 vengono denominate equazioni del punto. 

Come casi speciali dell’ equazioni 1 sono da notarsi i seguenti. 

1) x — a, y = 0; queste equazioni appartengono ad un punto 
giacente sull’asse delle ascisse. 

2) x = 0, y = b, che appartengono ad un punto giacente sul- 
l’asse delle ordinate ; ed in fine sono 

3) a; = 0, y ~0 le equazioni dell’origine stessa. 

11 suindicato metodo per la determinazione di un punto nel pia- 
no, mercè due coordinate parallele a due assi fissi che s’interse- 
cano (c perciò denominato sistema delle coordinate paral- 
lele), non è pertanto il solo mezzo al suddetto fine; altri sene 
sono facilmente escogitati; e tra questi è di speciale importanza 
ed uso frequente il così detto sistema delle coordinate po- 
lari. Immaginiamo tolta per asse, asse polare, una retta XX' 
( fig . 1) fissa in un piano , ed in essa un punto fisso 0, quale 
origine, che qui va denominata polo; e da questo sia menata la 
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retta OM ad un punto qualunque M del piano. Egli è chiaro che 
il luogo del punto M sarà definito, quando siano date la lun- 
ghezza della retta OM, e la sua inclinazione ad un semiasse, 
p. e. OX, e quindi l’angolo MOX. La retta OM dicesi raggio vet- 
tore del punto M, e l’angolo MOX potrebbe dirsi angolo po- 
lare: indicheremo ordinariamente il primo con r, il secondo con 0. 
Questo angolo , quando non si dica espressamente il contrario , 
sarà contato dal semiasse destro OX da 0° fino a 360° , e pro- 
priamente, se immaginiamo di star sul punto 0 del piano , da de- 
stra a sinistra; quindi è che in genarale r sarà sempre positivo. 


a. Se, come nella fig. 1, l’asse polare coincide con quello delle 
ascisse ed il polo coll’origine, le coordinate parallele x, y di un 
punto M avranno relazioni semplicissime colle rispettive coordi- 
nate polari. Ed in vero, ponendo l’angolo XOY «= il triangolo 
OMP ci darà le equazioni: 


y = r. 


scn<p 

senO 

sen<p 


. 


T — V x' + y* -f 2 xy cos (p , , 


tgo 


y sen<p 
x-\-y cos<p 


( 2 ) 


Se il sistema delle coordinate parallele ò rettangolare, sarà <p =90% 
e con ciò; 


x= rcosfl, 
y = rscnfl. 


( 3 ) 


r = V / x % +u‘ ) 

tn V } :<*> 

tgO =5 — • I 

x y 


Si comprenderà facilmente che queste forinole in generale val- 
gono in qualunqne degli angoli formati dagli assi possa giacere 
il punto M. 


TRASFORMAZIONE DELLE COORDINATE. 

5. Sovente avviene di dover passare dal sistema di coordinate, 
di cui si è fatto uso nel trattare una quistione , ad un’ altro si- 
stema che renda più semplici le equazioni , o almeno meglio a- 
dattate allo scopo di quella ricerca. Questo problema va sotto il 
nome di trasformazione delle coordinate, e si riduce evi- 
dentemente ad esprimere le coordinate di un punto, cor- 
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rispondenti al sistema primitivo, mercè quelle che si 
rapportano al nuovo sistema, supponendo purtuttavia 
che di questo sistema sia data la posizione rispetto al 
primitivo. 

11 caso più semplice è quello in cui si vuole semplicemente 
alterar l’origine, lasciando invariata la direzione de- 
gli assi. 

Siano OX, OY (fig. 2) gli assi primitivi, rispetto ai quali siano 
date le coordinate OP = x , MP = y di un punto qualunque M : 
sia in ultimo 0' l’origine del nuovo sistema, i cui assi OX', OY' 
debbono rimanere paradelli ai primi: indicando con a e b le coor- 
dinate della nuova origine 0' prese sull’ antico sistema, e con a i 
y 1 le nuove coordinate del punto M , avremo OP = 0B + BP = 
OB -f 0 r P', MP = PP' + MP' = O'B -f- MP' , ossia 

x s=> a x' , y — b-\-y' 


Passare da un sistema obbliquo di coordinate ad 
un altro sistema obbliquo conservando la stessa origine. 

Sia (fig. 3) l’antico angolo delle coordinate XOY = p, il nuo- 
vo X'OY' — p'; e 0, 0' siano gli angoli che il raggio vettore OM 
del punto M, forma cogli assi OX , OX': indicando con x , y le 
antiche e con x' , y' le nuove coordinate pel punto M, avremo 
per l’ equazione (1) del n“ 2 : 


x 


rsen(p — 0) 
sen p 


rsen 6 
sen p ’ 


(m) 


rsen(p — 0) , 

— — ; > ir- 
seli p 9 


(n) 


Or essendo à , a! gli angoli che i nuovi assi delle ascisse ed 
ordinate formano coll’ antico asse delle ascisse , sarà : 
p' = a ' — a , 0' = 0 — a , quindi p' — 0' = a 1 — 0 ; e mercè 
questi valori le equazioni (a) si trasformeranno in : 


^ r sen (a'— 0) j rsen (0 — a) 

sen(a' — a) ’ “ scn(a' — a) 

dalle quali, svolgendone i numeratori, si otterranno le altre due: 

x' sen ( a! — a) = r sen a cos 0 — r cos a' sen0 , 
y' sen (a! — a) = — r sen a cos 0 + r cos a scn0. 
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Moltiplicando la 1“ di queste due equazioni per cosa , la 2“ 
per cos a', indi addizionandole , si avrà , dopo avervi soppresso 
il fattor comune sen(a' — a), 

r cos 0 — x cos a -f- y' cos a'. 


Addizionando ancora le stesse equazioni , dopo averne molti- 
plicata la 1“ per sen a , la 2“ per sen a ' , ne verrà : 

• r senO =* x' sena -f- t/'sena'. 


Sostituendo in fine questi valori di rcosS ed rsenO nelle equa- 
zioni (m) , si avranno le richieste formole di trasformazione : 


ar= 


y=* 


ar'sen(<?— *)-fy'sen(<p— a 1 ) 
sen 9 

a'sena-J- y* sena' 
sen cp 


( 2 ) 


E se anche l'origine dovesse trasportarsi in un punto, le cui 
coordinate prese sull’ antico sistema siano a b , le equazioni (1) 
darebbero 


x = a 4- 
y = b + 


at sen(cp — a)-J-^'sen(cp — a*) 
sen <p 

a^sena+y’sen a 
sen<p 


( 3 ) 


Del resto , quando un problema richiegga che siano cangiate 
1’ origine e la direzione degli assi , gioverà ordinariamente di at- 
tuare queste due trasformazioni l’una dopo l’altra. 

Le formole (2) e (3) valgono in generale , qualunque sia per 
essere la direzione dei nuovi assi, purché per a ed a' s’ intendano 
gli angoli che i nuòvi semiassi positivi delle x' ed y' forma- 
no coll’antico semiasse positivo delle x , numerandoli nella 
direzione di OX verso OY da 0° fino a 360°. 


5. Nel maggior numero dei casi viene adoperato il sistema del- 
le coordinate rettangolari, come quelle che ordinariamente rendo- 
no semplicissime le espressioni. 

Quindi è che ci facciamo a considerare anche i seguenti casi 
particolari. 

1. Passare da un sistema rettangolare di coordi- 
nato ad un sistema obbliquo. 
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Le formole all* uopo inservienti si ottengono dalle formolo ge- 
nerali (8) , nelle quali ponendo <p — 90° , si ottengono : 

x — a -j- x' cos a 4- y' cos a', ) 
y = b -f- x'sena-j- y' sena . . 5 ' ; 


U. Passare da un sistema obbliquo ad un sistema ret- 
tangolare di coordinate. 

Ponendo nelle equazioni (3) a! = 90° -(-a , quindi 
<p — a' = — [90° — (<p — «)]) si avrà : 


x' sonfip — a) — j/'cos(«p — a) 

• a -| ? 


y = b + 


sen 

j?'sen a -fi/ cos a 
sen 


( 5 ) 


III. Passare da un sistema rettangolare di coordinate 
ad un altro sistema rettangolare. 

A tal uopo ponendo nelle equazioni (3) o=90°, ed a'=a-f-90°, 
avremo : 


x = a + x' cos a — y' sen a, > 
y = b x 1 sena y' cos a. $ 


( 6 ) 


DISTANZA DI DUE PUNTI DATI. 

6. Siano (fig. 4) M, M' due punti , di cui siano date le coor- 
dinate rettangolari x , y ed x 1 , y' ; si vuole un’ espressione 
della distanza D => MM' di essi punti in funzione delle loro coor- 
dinate. Si conducano le ordinate MP = j/, MY=y'; e per uno 
dei punti , e sia M , si meni la MR parallelamente all’ asso del- 
le x. 11 triangolo rettangolo MM'R ci darà 

' "MM ’ = MR 1 4- MR* ; 

ma 

MR — x' — x , M'R = y’ — y ; 

dunque 

D — [x' — xy 4- {y' — y)*. 

II doppio segno vuol dire che la distanza D può csse^ presa 
da M verso M', ovvero in opposta direzione. Ma in generale le 
distanze son prese sempre positivamente. 

In simil guisa si avrebbe l’espressione di D per un sistema di 
coordinate obblique ; e senza difficoltà si otterrebbe: 
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D = ± 1/ (x'— x)“+ (y — y) a 4- 2(x'— x)(y'—y)cos <p (2) 

Consideriamo ancora il triangolo che i due punti M ed M' for- 
mano coll’ origine. Siano r , r 1 i raggi vettori dei punti M , M'; 
ed a , a! gli angoli delle loro inclinazioni all’ asse delle x ; si 
avrà : 

x y x! y' 

cosa = — — , scn a== , cosa = — — , sena = — — • 

r r r r 

Or indicando con 3 l’angolo formato dai due raggi vettori, si 
avrà ± 3 = a! — a , ed in conseguenza : 

scn 3 = sena' cosa — cos a'sen a, 

o sostituendovi i valori precedenti : 

± rr' sen 5 = xy’ — yx ; 

ma se indichiamo con f la superficie del triangolo OMM', è noto 
esser 2f=rr'senà, quindi: 

2f=±(a ry' — yx'), (3) 

dovendosi dei due segni ritener quello che renderà positiva l’e- 
spcssione di f. 

E se dall’attuale sistema di coordinate, senza mutare la dire- 
zione degli assi , si passi ad altro sistema , della cui origine sia- 
no — x", — y" le coordinate rispetto ai primi assi, è chiaro che 
avremo soltanto a sostituire nell’ equazione (3) x — x'', y — y", 
x' — x" , y' — y" in vece di x , y ; x' , y' per ottenere : 

2 f— y (x " — x) + y' (x — x") 4- y" (x' — x ) , 

quale espressione della superficie del triangolo formato dai tre 
punti x , y ; x* , y' ; x" , y". 


CAPO SECONDO. 

DELI! LINEA RETTA. 

7. Sia HL (fig. 5) una linea retta , comunque tirata nel pia- 
no degli assi coordinati rettangolari OX , OY : pel punto A , in 
cui la retta incontra l’asse delle ordinate, si conduca AK paral- 


Digitized by Googtc 



— 8 — 

loia ad OX , e pei punti M , M' , M" , . . . ovunque presi sulla 
HL, si tirino le ordinate ]\TP , M'P', M"P" I triangoli simili 
AMQ , AM'Q' , AM''Q" , che derivano dalla sola ipotesi di essere 
i punti M , M', M",... in linea retta, ci danno le relazioni 


MO 

mT 


wq’ _ ' 


AQ* AQ" 


= ecc. 


ossia : 


MP— AO M'P 1 — AO M'P— AO 


OP 


OP' 


OP" 


ecc. 


dalle quali risulta che l’ordinata di qualsivoglia punto 
della retta, diminuita di AO, sta all’ascissa dello stesso 
punto in una costante ragione. 

Laonde indicando con a questa ragione costante, con b la di- 
stanza che passa tra l’ origine ed il punto d’ intersezione della 
retta coll’asse delle y , e finalmente con x, y le coordinale di 
qualunque punto della retta , troveremo che per ciascun punto 
di essa dovrà esser soddisfatta l’equazione : 


V~ b — , 


donde 


y e=t ax -f- b. 


0 ) 

E dal modo di deduzione di questa equazione chiaro apparisce , 
come essa debba rimaner soddisfatta dai valori delle coordinate 
di qualsiasi punto della retta HL , e come questa retta vicever- 
sa debba risultare dalla costruzione di quell’equazione. Quindi è 
che all’equazione (1) si è dato il nome di equazione della 
retta^ v , 

E poiché in essa x ed y disegnano le coordinate di qualsiasi 
punto della retta , sono perciò da riguardarsi come grandezze 
variabili, e vengono comunemente denominate coordi- 
nate corronti della retta ; al contrario a e b sono gran- 
dezze costanti, che definiscono la situazione della ret- 
ta rispetto al sistema degli assi. Ed attesa la necessaria omoge- 
neità dell’equazione (1) dovrà b esser una linea , ed a un nu- 
mero assoluto. Infatti b rappresenta , come si è già osservato , 
r ordinata della retta nell’ origine ; e dal triangolo AMQ si ot- 
tiene : 

a== lQ = tyMAQ=riqa, 
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a disegnando l’ angolo d’ inclinazione della retla HL al semiasse 
positivo delle x : il coefficiente di x nell’ equazione della retta , 
risoluta rispetto ad y , esprime dunque la tangente trigonometri- 
ca dell’angolo che la retta forma coll’asse delle x. 

L’equazione ( 1 ) , poiché la sua deduzione rimane interamente 
la stessa , regge ancora per coordinate obblique ; soltanto è al- 
lora (fig. 6) : 

MQ sen MAQ sen a . 

a AQ sen AMQ sen (9 — a) * ' ' 

f indicando l’ angolo delle coordinate ; e rispetto all’ angolo à , 
che la retta forma coll’ asse delle ascisse , si avrà 


a sen 9 

tg * =» 7T — — * 

l + acosy 

Purtuttavia noi supporremo in seguito che le coordinate si ri- 
feriscano sempre al sistema rettangolare, purché espressamente 
non si avverta il contrario. 



8. Poiché le costanti a , 6 nell’ equazione (1) possono avere 
ogni valore possibile, positivo 0 negativo , perciò l’equazione (1) 
sarà idonea a rappresentare una retta, qualunque sia la sua po- 
sizione rispetto al sistema degli assi. Se 6 è negativa , la retta 
taglia l’asse delle y inferiormente all’origine; se è 6=0, 
la retta passa peri’ origine , e la sua equazione sarà della for- 
ma : y = ax , vale a dire che mancherà del termine costante ; 
se a è negativa , la porzione della retta , giacente sopra l’ asse 
delle ascisse, farà con questo un angolo ottuso. •/ 

Nell’ ipotesi di a = <</«= 0 , si avrà ancora a= 0 , e la retta 
sarà parallela all’asse delle ascisse ; l’equazione (1) diverrà y=è, 
e quindi sarà l’ equazione di una retta, condotta alla distanza b 
parallelamente all’ asse delle x. Se fosse anche 6 = 0 , la retta 
si confonderebbe con questo asse; sarà dunque y = 0 l’equazio- 
ne dell’ asse medesimo delle ascisse. 

Nel triangolo AOB (fig. 5 ) si ha A 0 = 110 . tga, ed in conse- 
guenza ponendo BO = — c , sarà b = — ac. Introducendo que- 
sto valore nell’ equazione (1) , essa prenderà la forma : 

y=ax — oc, ovvero x 


Digitized by Google 



— 10 — 

per a =90°, sarà tg à — oo, e 1’ ultima equazione diverrà x =c. 
Sotto questa forma è dessa l’equazione di una retta che alla di- 
stanza c è menata parallelamente all’ asse dell’ ordinate; e se fos- 
se c=0, la retta si confonderebbe col detto asse; sarà dunque 
s=0 1’ equazione dell’asse delle y. 


». Si invece di a e b si scelgano altre costanti per determi- 
nare la posizione della retta, la sua equazione assumerà un’ al- 
tra forma. 

Così una retta è interamente definita mercè i punti A, B , 
( fig. 5 ) della sua intersezione cogli assi ; e perciò chiamando 
b e c le distanze di essi punti dall’ origine , distanze che saran- 
no positive quando i punti d’ intersezione giaceranno sopra i se- 
miassi positivi delle y ed x, avremo per ciascun punto della ret- 
ta la proporzione 

AO: B0=MP: BP, ossia b : — c=y:x — c, 
donde si avrà , come equazione della retta : 



(0 


Ed egli è chiaro che questa forma dell’equazione della retta vale 
per assi obbliqui egualmente che rettangolari, e che in entram- 
bi i casi il significato delle costanti b, c rimane lo stesso. 

Se dall’ origine 0 (fig. 7 ) si meni la OD perpendicolare alla 
retta HL, la posizione di questa retta sarà data mercè la lun- 
ghezza della perpendicolare 0D=p, e 1’ angolo D0X=/3 che que- 
sta farà coll’asse delle x positive. Or essendo M qualsivoglia pun- 
to della retta HL ed x, y le sue coordinate, si conduca MO=r c si 
faccia l’angolo MOX=0 ; si avrà MP==j/=r senO, 0P=x =r cosO; 
e poiché ADL è linea retta, per ogni suo punto avremo che il 
triangolo ODM sarà rettangolo in D, e quindi 0D=0McosD0M, 
vale a dire 

p=r cos(/3 — 0)=r cos/3 cosO 4* r sen/3sen0 ; 


donde risulterà dietro la sostituzione dei valori precedenti di rcosf) 
ed rsenO : 

x cos/3 -f- y sen/3 — p (2) 

per equazione della retta HL, e che prenderà ancora la forma: 
xcosX+J/cos p = p , (3) 
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X e n disegnando gli angoli che p forma cogli assi delle x ed 
y. Ed osiamo appena ricordare che le equazioni (2) e (8) val- 
gono soltanto pel sistema rettangolare. 

Ma comunque 1’ equazione della retta si trasformi, le rimarrà 
sempre il suo carattere essenziale, eh’ è quello di esser di 
primo grado rispetto alle coordinate variabili y ed x. Donde 
poi concludiamo che ogni equazione di primo grado tra 
due variabili ha per significato geometrico una linea 
retta. 

Ed in vero la forma generale di simili equazioni è: 

Ay-f-B a?-f* C=0, (4) 

la quale risoluta rispetto ad y, prende la forma 


B c 



B C 

identica all’altra: y=ax-\-b, quando si ponga, A -=a, r— h; 

ciò che sarà sempre possibile, poiché le costanti a, b dell’equa- 
zione (1) sono capaci di valore qualunque. 

Se un’ equazione contiene una sola variabile, e quindi della 
forma f(x )= 0 o f(y) =0, il suo luogo geometrico (supponen- 
do che possa esser soddisfatta da valori reali di x o y , poiché 
in contrario nessun significato geometrico potrebbe convenirle ) 
sarà una retta, o un sistema di molte rette rispettivamen- 
te parallele all’ asse delle ordinate o delle ascisse , secondochè 
sarà di 1° grado o di grado superiore rispetto alla variabile in 
essa contenuta. 

Quando sia data 1’ equazione di una retta , potremo costruirla 
in diverse maniere , di cni più semplice è quella di determina- 
re i suoi punti d’intersezione cogli assi coordinati: e che imme- 
diatamente otterremo, se nell’ equazione proposta faremo succes- 
sivamente nulli x ed y. 

IO. Dalla presenza di due costanti nell’ equazione della retta si 
rileva clic si richieggono due condizioni per definirne il sito. Se 
le costanti son date , sarà data ancora la situazione della retta ; 
c se viceversa son date due condizioni indipendenti , a cui la 
retta dovrà soddisfare, si potranno determinare le costanti che ad 
essa convengono. 
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Problema— Si cerca l’equazione della retta che pas- 
si per un dato punito x\ y'. 

L’equazione richiesta può supporsi della forma: 

y—ax+ b, (<*) 

nella quale a e 6 disegnino grandezze indeterminate. 

E poiché la retta deve passare pel punto x', y\ le coordinate 
di questo punto dovranno render soddisfatta 1’ equazione (a) : 
avremo cosi l’ equazione di condizione : 

y'=ax’+b, 

mercè la quale potrà determinarsi una delle incognite, per esem- 
pio b, ed eliminarsi dall’equazione (a) , nel modo più facile , 
qual’ è quello di sottrarre l’ultima equazione da (a) : si avrà così 
la richiesta equazione : , 

y—y'=a(x—x). (1) 

Se in questa si ponga x=x', si avrà y=y' per dimostrazione, 
che la retta da essa rappresentata passa pel punto x', «/. Essa 
contiene peranco la costante arbitraria a<=tga ; quindi l’ango- 
lo a che la retta farà coll 1 asse delle x, rimane indeterminato , 
come doveva necessariamente avvenire, essendo infinite le rette 
che possono passare per un punto dato. 

**• Problema. Trovare l’equazione di una retta che 
passi per due punti dati a?', y' ed x'\ y". 

Rappresentiamo ancora con 

y = ax -f b ■ (a) 

l’equazione della retta; avremo in conseguenza delle condizioni 
date le due equazioni: 

y’ = ax' + b y (0) 

y" = ax" -f b , (>) 

mercè le qnali si determineranno le due incognite a e b. Sot- 
traendo (/2) da (a) e (■>) da (/3) , avremo 

y — y'— a (x — x') , y'— y"= a (x—x") ; 
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e sostituendo nella 1“ di queste due equazioni il valore di a tolto 
dalla 2* , otterremo la richiesta equazione : 

Sf . (i) 

Se uno dei due punti dati p. e. x ", y" diviene origine , sarà 
x"=y'— 0; e dall’equazione (1) avremo: 

y=^ x ( 2 ) 

' •* * • .\ t : ■ , • - / 

come equazione di una retta che passa per l’ origino e pel pun- 
to x ' , y '. 

Se il punto x'", y'" debba giacere nella retta rappresentata 
dall’equazione (1), questa dovrà esser soddisfatta dai valori x"\ 
y’" ; vale a dire che dovrà essere 



ovvero 

x — x' x 1 — ai" vv 

Questa equazione esprime dunque la condizione , cui- dovran- 
no soddisfare i tre punti y’ ■ x ", y" ; x'", y'" per essere iu 
linea retta. 

Come è facile ad intendersi , le forinole di questo e del pre- 
cedente paragrafo sono indipendenti dall’angolo delle coordinale, 
e perciò valgono per un sistema qualunque di assi obbliqui egual- 
mente che pel rettangolare. 

12. Problema. Date le equazioni di due rette, deter- 
minare 1 angolo sotto cui s’incontrano. 

Siano : 

1). . . . y = ax -f- b , 2). . . . y = a'x -\-b 

le equazioni delle rette date, che supponiamo riferite ad assi ret- 
tangolari, e rappresentiamo còn (1.2) l’angolo sotto cui s’incon- 
trano , e con (1 . x), (2 . ai) gli angoli che esse formano coll’as- 
se delle x. 

Come chiaramente si vede nella fig. 8, è 

(1 . 2) es (2 . x) — (1 . x)y 
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ovvero 

(1.2)= 180° — [(2 . x) — (1 . i)] 

secondochè (1 . 2) dinoterà l’ angolo acuto , o il suo adiacente 
ottuso. Quindi sarà 

1 9 (1 . 2) = ± tg [( 2 . x) — (1 . *)] 

tg(2:x) — tg(\.x ) # 

== — lHg(l.x)tg ( 2 .*) ’ 

ma è tg (1 . ar) = a , tg( 2 . x) = a'; sarà dunque 

<*> 

Ordinariamente si ritiene il segno superiore, quando sia a' > a 
e la formola si destini all’ espressione dell’ angolo acuto. 

1 risultaraenti di questo problema menano alle seguenti impor- 
tanti conseguenze. 

a) Se la rette 1) e 2) sono paralelle, sarà l’ angolo (l . 2)=0 
quindi anche tgf(l . 2) = 0 ; e 1’ equazione (1) darà a 1 — a — 0 
ossia a=a'. L’equazione dunque a = a' esprime la condi- 
zione di parallelismo delle rette 1) e 2). 

b) Se le rette 1) e 2) sono 1’ una all’ altra perpendicolari , 

sarà 1’ angolo (1.2) = 90° , con ciò cotg(l . 2) = ~^-==0, 
e quindi 1 -J-aa' — 0. Laonde: l’equazione 1 -\-aa ‘ = 0, ov- 
vero a'= esprimerà la condizione della perpen- 

dicolarità delle rette 1) e 2). 

Riferendo l’equazioni delle rette 1) e 2) ad un sistema di coor- 
dinale obblique , il cui angolo sia = <p , si avrà mercè 1’ equa- 
zione (3) del n° 7 


tg{ i • 2) = 


( a ' — a) sen <p 
l+aa'+(u+a')cus 


In conseguenza la condizione del parallelismo delle due rette ri- 
marrà espressa da a=a' 1 ma quella di stare ad angolo retto sa- 
rà data ila 

1 4- aal (a -}- a!) cos y = 0. 


15. Problema. Si cerca l’equazione di una retta che 
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passi pel punto a/ y', e sia parallela alla retta y=ax-\-b. 
Rappresentando con 

y — Aa? 4- B 

P equazione della retta richiesta, si avranno le due equazioni di 
condizione: 

y' = Ax' -f- B , A = a ; 

sarà dunque B = y' — ax ' , e P equazione richiesta risulterà 
y — y' = a (x — x'). 

tl. Problema. Si cerca l’equazione di una retta che 
passi pel punto x ' , y' e sia perpendicolare alla retta 
y = ax + b. 

Poiché la retta deve passare pel punto x' , y ' , la sua equa- 
zione dovrà avere la forma y — y'—A (x — x'), e dovendo an- 
cora esser perpendicolare alla retta y=ax -f- b, dovrà esser sod- 
disfatta la relazione a A = — 1 , sarà dunque 

y — V' — ~~ (x—x r ) 

P equazione richiesta. 

15. Problema. Determinare le coordinate del punto 
d’intersezione delle due rette: 

1). . .y = ax -f* h j 2). . . y = a'x -f- 5'. 

È evidente che le coordinate richieste saranno date da quei 
valori di x ed y che soddisferanno alle equazioni 1) e 2), e che 
da queste si otterranno quando siano riguardate come coesistenti. 
In questo modo otterremo 

b' — b ab ' — ba! 

X — ; J y = 

a— a * a— a 

. I 

Ponendo a = a ' , questi due valori diverranno infiniti : risul- 
tamento conforme all’ ipotesi stabilita , poiché con essa le due 
rette son date parallele. E se oltre a = a ' , sia ancora b = b\ 

0 

si avrà x-y = -~ , va le a dire indeterminati ; ed infatti le 
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due rette , coincidendo in una , avranno comuni tutti i loro 
punti. 


16 . Problema. Data una retta e dato un punto M 
fuori di essa, si cerca la distanza Pdel punto 
dalla retta, ossia la lunghezza della perpendico- 
lare abbassata dal punto M sulla retta. 

Siano : 

1 ). . . y — ax-\-b 

1’ equazione della retta data ed x' , y' le coordinate del punto 
M ; sarà : 

2). • -y — y' — (ar — arO 


T equazione della perpendicolare menata dal punto x 1 , y' alla 
retta 1). Siano inoltre x" : y" le coordinate del punto d’ inter- 
sezione ; sarà (n° 6) 

p = ± \ / (x"- x y + {y'- y y 


E poiché le coordinate x" , y" debbono soddisfare alle equa- 
zioni 1) e 2) , avremo 

y" = ax" + b , y"—y'— (*"—*% 

da cui facilmente otterremo 


a( y'—ax'—b) y’ ar' b 

1 -f-o 1 ’ y y 1+fl* 


Con questi valori avremo in fine : 


P = 


y' — ax ' — b 
V\-\ -a* 


Dei due segni bisognerà ritener quello che renderà P positiva , 
imperocché di una distanza non si considera ordinariamente che 
il suo valore assoluto. Del resto il numeratore y — (ax'-{-b) sa- 
rà positivo o negativo , essendoché y , ordinata dal punto dato , 
sarà maggiore o minore dell’ ordinata ax' + b , che nella retta 
corrisponde all’ ascissa x' dello stesso punto ; o in altri termini , 
secondochè il punto M starà sopra o sotto della retta data. Con- 
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siderando che ■ 1 — : rappresenta il coseno dell’ angolo d’ incli- 
l/i-j -a‘ 

nazione della retta all’ asse delle x , si avrà dalla precedente es- 
pressione di P la regola che segue : 

Si avrà la distanza di un dato punto y da 
una retta data, moltiplicando il coseno dell’an- 
golo sotto cui essa s’inclina all’asse delle x, pel va- 
lore che nell’ipotesi di x — x' assumerà il 1" membro 
della sua equazione, ridotta alla forma y — ax— 6=0. 

17. Problema. Trovare l’equazione di una retta che 
passa pel punto d’intersezione di due rette date, 

Siano : 

1) . . . y = ax -f b , 2) . . . y = a’ x + b' 

le equazioni delle rette date. In vece (n° 15) di cercare le coor- 
dinate del punto d’intersezione, e quindi condurvi una retta, si 
potrà procedere più brevemente nel modo che segue. 

Si scrivano le equazioni precedenti sotto la forma : 

(1) y — ax — 6 = 0, (2) y — ax — 6' = 0 ; 

si moltiplichi una di esse , e sia la prima, per una costante ar- 
bitraria m ; indi si addizioni all’ altra, e si avrà : 

(y — ax — h)m -f- y — a'x — b' = 0 , (3) 

e questa sarà l’equazione richiesta , imperocché essa, essendo 
di primo grado rispetto ad x ed- y , appartiene ad una retta, ed 
è chiaro che risulterà identica pei medesimi valori di x ed y 
che renderanno soddisfatte le equazioni delle due rette date (1) 
e (2) \ Risolvendola rispetto ad y si avrà : 

am -f*' a' bm-\-b 

y= *+T <r + “^+T 


1 Si vede chiaramente che questo metodo può ricevere una più ge- 
nerale applicazione. Siano f(x, y) = 0.. .(o) e F(x,y) = O...(0) le equa- 
zioni di due curve, e si formi una nuova equazione, <pto y) = O-.-fo.) , 
la quale risulti identica pei valori di x ed y che renderanno soddisfat- 
te le equazioni (a) e 05) : le tre curve (a), (/3) e (g.) si taglieranno in 
uno o più punti comuni. Un’ equazione di questa specie sarebbe p. e. 
sto y) =/to y) + F(x, y) — 0, o più generalmente ?(x, y) = »iF(ar.t/) 
+ nfto y) = 0 , in cui m ed n dinotano due costanti arbitrarie. 

ITebr Geom. Anal. ^ 
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Essa contiene ancora una costante indeterminata m , giacché real- 
mente vi sono infinite rette che soddisfano alla condizione del 
problema ; e perciò vi aggiungeremo ancora la condizione , c h e 
la retta (3) bisechi l’angolo formato dalle rette date 
(1) e (2). 

Indichiamo con a, a! cd u gli angoli d’ inclinazione delle ret- 
te (1) , (2) e (3) all’ asse delle x, e con v l’ angolo delle rette 
(1) e (2) ; dall’ equazione (4-) segue immediatamente : 


am 4- a' 

da cui si dedurrà m , tostochè sarà noto u. E poiché la retta 

(3) deve bisecare l’ angolo v , dovrà essere u = -4- a , e con 

ciò tg 2u = tg(y -f- 2a) ; donde per una nota forinola trigonome- 
trica si avrà : 

2 tgu tgv-\-tg2a a + «' 

1 — tg*u 1 — tgv.tg2a 1 — aa' ’ 



quando a tgv e tg2a avremo sostituito i valori : 

2 tga 2n 


tgv 


-, tg2a 


1 + B«" J l — tg^a 1 —a* 
Ed ordinando la precedente equazione si ottiene : 

a rv (l & " 1 j 

l 9 u ~ 2 —+^ t 9 u — 1=s0 * 


0 *) 


Or essendovi per tgu due valori , e quindi ancora per m mer- 
cè l’ equazione (X) , vi saranno due rette le quali , passando pel 
punto d’ intersezione di (1) e (2) , divideranno per metà l’ an- 
golo della loro inclinazione ; come doveva necessariamente av- 
venire , essendovi due di questi angoli , cioè v e 180° — v. 
Siano inoltre tgu, e tgu, le radici dell’equazione (jj) ; per un no- 
to teorema della teoria delle equazioni sarà : 


tgu,.tg 11 . = — 1 , ossia 1 -f tgu,.tgu t = 0 , 

donde risulta che le due bisecanti stanno ad angolo retto. 
Risolvendo 1’ equazione (jj) si trova : 


m = 


aa' -l±l/(t + a a )(l+°'°) 
a + a' 
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valori , che sostituiti in (>.) , ci danno : 

1 +V qn V(i+à‘)(i+a*) 

m = — -7: -... : 




l + rf* 
l + a a 


COS* 

H 

“"■cosa 1 


Introducendo in fine questa espressione del valore di tu nell’ e- 
quazione (3) , si avrà : 


y-ax—b y — a'x — b' 

VT+7* PT+rf* ’ ( ' 

. c . , . . 

per equazione della retta che passa pel punto d’intersezione di 
(1) ® (2) > e biseca l’ angolo da esse formato. 

Del resto, considerando che ogni punto della bisecante dell’an- 
golo formato da (1) e (2) deve da esse egualmente distare , si 
poteva comporre immediatamente l’ equazione (5) mercè la re- 
gola data in fine del n' precedente. 


m Problema- Dato l’angolo X0L = a (fig. 9), sì cer- 
ca un punto M , le cui distanze dai lati dell’angolo sia- 
no nella ragione di m ad n. 

Prendendo il lato OX per asse delle ascisse ed il vertice 0 per 
origine , l’ equazione dell’ altro lato OL sarà : 

y = xtg a — ax , 

Dinotiamo con § , ij le coordinate del punto M , sarà MP = v tì 
MQ = ± . \ _ - (n° 16) ; quindi conformemente all’ enunciato 
del problema avremo : 


ossia 


donde 




MP : MQ = m I n , 


V 1 + a* 


min, 


Or non avendo ottenuto 


am 

m±n\ + 

per la determinazione di jj e § che una 
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sola equazione , il cui luogo geometrico (a cagione dèi doppio 
segno nel denominatore) è dato da due rette clic s’intersecano 
nell’ origine , è chiaro che tutti i punti <li queste rette soddisfe- 
ranuo il problema. , , t 


19. Problema. Movendosi la retta HK in modo da re- 
stare costantemente parallela al lato BC del triangolo 
ABC ( fig . 10) , s’ intendano congiunti i punti D, , E in cui 
èssa taglia i lati AB ed AC, coi vertici degli angoli op- 
posti C e B; queste due congiungcnti intersecandosi 
in un punto G , si cerca il luogo geometrico di questo 
punto, ossia la linea su cui giaceranno tutti i punti 
d’intersezione G , mentre la retta HK si muove paral- 
lèlamente a BC. , . ■> ’-.i '■• •• ». 

Prendiamo il vertice A per origine , ed i lati AB, AC per as- 
si delle x ed y , e così avremo in generale a far uso di coor- 
dinate obblique. Poniamo AB = c , AC = ò ; sarà : n i i.: •. 


• * i i x » j ; J»Jt. 

-J + i-l—O 


(p> 


l’ equazione della rètta BC. Dinotando AD con § , 
della retta HK sarà : ’ :x ' 1 

y = m (x — 4) ; . i 


1’ equazione 

: i «> 1 • ■ 

« • r* * 


* ‘ • ' •• ì i f ,• /, 

c poiché essa dev’ essere parallele a BC , si avrà m = ; 

quindi l’ equazione della HK diverrà : » 


c» b . 

y=—~( x — 4)- 

». • : . t # : u » . ° 

(ffz 

Ponendo in questa equazione x = 0 , ne risulta y =» » AE. 

Perciò si ha per 


fi X 

equazione di CD : -- -f- — — 1=0, (q) 

di BE : g -f — — 1 = 0 . (r) 

Or considerando queste due equazioni come coesistenti , esse 
apparterranno al punto d’ intersezione G , le cui coordinate si 
otterranno mercè la successiva eliminazione di x ed y , e saran- 
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no espresse in funzione di § , coreo dev’ essere , giacché le coor- 
dinate di un determinato punto ; d’ intersezione dipendono dal 
valore di £. Se all’opposto si elimini t= , vale a dire quella gran- 
dezza per la quale un determinato punto d’ intersezione viene 
individualizzato , si avrà un’ equazione tra x ed y ì, ossia tra le 
coordinate di tutti i punti d’ intersezione , e che perciò sarà l’e- 
quazione richiesta del luogo geometrico di essi punti. 

Sottraendo l’ equazione, (r) dall’ equazione (q) si ottiene: 


ovvero 

C % 

e sopprimendo in quest’ ultima il fattor comune 1 — si ha 
in line : ,, 

. ^ 

« 1 / — — ®,- ;> . (s) 


che sarà l’ equazione del luogo geometrico richiesto: questo 
luogo è dunque una retta che passa per 1 ’ origine , e bi- 
seca il lato oppòsto BC. Imperocché dal sistema deHe equa- 
zioni (p) ed (s) si hanno per coordinate del punto d’ inlersezio- 
c b 

ne I, x—-— , 3 / = — ; quindi B/ = C I. 

/ . \ ' t 

Se alla retta mobile si faccia prendere tale posizione da reci- 
dere AD = DB , sarà ancora AE — EC ; donde si deduce imme- 
diatamente il noto teorema geometrico : Le tre congiungen- 
ti i vertici di un triagolo coi punti medii dei lati op- 
posti , s’intersecano in un medesimo punto. 

c b 

Rispetto a questo caso avremo AD = -~ , AE = — - ; quindi 
le equazioni delle due rette CD e BE diverranno ordinatamente 


V , ££ _ i 2 y . x 
b ' c ’ b c 


1 , 


co 

le quali danno x = -r- , y = t— come coordinate del punto d’in- 
3 0 

>>'■> ■ i ■ i 1 

lersezionc G ; ma poiché — col' ascisse dpi punto f si avrà 


AG ; A/ sa 2>:J , ovvero AG : fi/ = 2 : 1. 
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Dunque: il punto d'intersezione delle congiungenti i 
vertici del triangolo coi punti medii dei lati opposti, 
divide quelle lince nella ragione di 2 ; 1 ; come è già 
noto dagli Elementi. Questo punto d’intersezione è il centro di 
gravità del triangolo. 


CAPO TERZO. 

DEI. CERCHIO. 

20. È noto esser il cerchio quella linea curva , tutti i pun- 
ti della quale sono egualmente distanti da un punto fisso, il cen- 
tro del cerchio. 

Ciò posto, indichiamo con a , /3 le coordinate rettangolari del 
centro, e con x, y quelle di un punto qualunque della circon- 
ferenza ; la loro distanza sarà espressa da : 

+ >• . 

e poiché conformemente alla menzionata proprietà questa distan- 
za dev’ esser costante , eosi indicandola con r , raggio del cer- 
chio , avremo 1* equazione : 

0/-A) 4 + (z-«)‘ = r*; (1) 

la quale valendo per tutti i punti della circonferenza e per essi 
soltanto, costituisce l’equazione del cerchio. 

L’ equazione (1) è l’ equazione del cerchio nella sua forma più 
generale ; ma essa diviene più o meno semplice , dando agli assi 
una determinata posizione rispetto al cerchio. 

1) Se il centro cade nell’ origine , l’ equazione (1) , essendo 
a = fi s=a 0 , diverrà : 

f + - r* , (2) 

la cosi detta equazione al centro del cerchio. 

2) Se l’ origine coincide con un’ estremità del diametro , e 
questo col semiasse positivo delle x , sarà a=r, i3s=0 , ed 
avremo pel cerchio F equazione : 

y ' + — 2rx = 0. (3) 
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3) Sia l’ origine sulla circonferenza , la sua distanza dal cen- 
tro sarà eguale al raggio ; quindi a + & = r% e con ciò l’e- 
quazione (1) si trasforma in : 

y' -\- x* — 2 fiy — 2 ax = 0. (4) 

Dall’ equazione (1) , svolgendone i quadrati , si ottiene : 

_ 2/Sy — 2aar4-a* + /3»--r 1 =0 ) (5) 

dalla quale , come equazione del cerchio sotto la forma più ge- 
nerale , si deducono le proprietà caratteristiche di esso. Ponia- 
mo data un’equazione di secondo grado tra le variabili a: edj/, 
nella quale i quadrati di * ed y abbiano coefficienti = 1 , o in 
generale coefficienti eguali, e che manchi il termine contenente 
il prodotto xy; il luogo geometrico di questa equazione della forma: 

y' + * a + Vy + Ex + F = 0 , (6) 

sarà la circonferenza di un cerchio. In fatti le equazioni (5) e 
(6) divengono identiche , ponendovi 

D = — • 2/3 , E =» — 2* , F = a 1 + /3“ — r* ; 

donde : 

« = — > £ = — y d > r = -i|/ D » E* — 4F. 

Con ciò son dati il centro ed il raggio del cerchio rappresenta- 
to dall’equazione (6) , ed in conseguenza è dato lo stesso cerchio. 

Dalla precedente espressione del raggio è chiaro che nel caso 
speciale di D 1 -f- E 2 = 4F , 1’ equazione (6) significa un punto 

( cerchio di raggio = 0 ) le cui coordinate sono x — jj- E , 

y = — —• D. In fatti egli è chiaro che in questo caso l’equa- 
zione (6) può redursi alla forma : 

(y + jD )* + (*+4 e)’ = o, 
la quale , scomponendosi nelle due , 

2/ + {d=0, *4.1e = o. 
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indica un punto le cui coordinate sono 

* = -Jr E , y = -\ D. 

In fine 1’ equazione (6) non avrà verun significato geometrico 
hell’ ipotesi di D* -f- E*<4F , poiché 1’ espressione del raggio di- 
viene allora immaginaria. Ed in questo caso , come è facile a 
trovarsi , per ogni valore di x 1’ equazione (6) darà un valore 
immaginario per y. 

21. Dall’ equazione al centro del cerchio : 

x' + y* = r' 

risultano 

y = ±\ /r* — a; 4 .. .(a) , x = ±\ / 'r * — 

quindi per a? = 0, sarà y = ±r; e per i/ — 0, sarà ®=»±r. 
Vale a dire che la circonferenza taglierà i due assi in due punti: 
A, BeC, D (fig. 11), i quali stanno in eguali distanze dall’origine 
e da un lato e 1’ altro della stessa. L’equazione (a) dimostra an- 
cora che ad ogni valore di a?<r appartengono due valori di y , 
necessariamente eguali e di segno contrario ; o da ciò segue che 
1’ asse delle x taglia il cerchio in due parli congruenti : altret- 
tanto vale per 1’ asse delle ordinate , come chiaramente si rile- 
va dall’ equazione (/3) , ed in generale per ogni retta menata pel 
centro, imperocché 1’ equazione (1) non cangerà forma, qua- 
lunque retta menata pel centro si tolga ad asse delle x. Il cer- 
chio è dunque una curva chiusa , della cui forma potremo farci 
una chiara idea discutendo la sua equazione. E tralasciando la 
deduzione delle note proprietà essenziali del cerchio dalla sua e- 
quazione , ci limiteremo soltanto, a modo di esempio, al seguen- 
te problema. 

22. Problema. Dati due punti A e B , si cerca terzo 
punto , tale che le sue congiungenti con A eB faccia- 
no un dato angolo y. 

Conduciamo 1’ asse delle ascisse (fig. 12) pei punti dati, e ri- 
poniamo 1’ origine nel punto medio 0 della AB — 2a : indican- 
do con ^ le coordinate del punto richiesto M, saranno: 

y = («—«)> 
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Je equazioni delle rette AM e BM ; ed in conseguenza , confor 
mentente alla condizione del problema , sarà 


tgy 



• ì . » . . ‘ 1 Vn 

_j) 2L. 

a— li fl+§ 

- ■ • ' 

'1 

«—? 




• 1 r ,‘i 


Or non avendo che questa sola equazione per determinare le in- 
cognite §, ij il problema sarà indeterminalo , ed ogni punto le 
cui coordinate renderanno soddisfatta 1’ ultima equazione, ne da- 
rà una soluzione. Facendone sparire i fratti , essa equazione pren- 
derà la forma : 

tj’-f ^—2acotgy.yj~a‘= 0 , (m) 

nella quale si riconosce 1’ equazione di un cerchio , che passa 
pei punti A e B, poiché per yj — 0 , si ha § = ± a; ha il rag- 
gio = acosec>; e sono coordinate del suo centro a=0, d=acotg-y. 

Questo cerchio si costruisce facilmente. Si faccia l’ angolo 
CAD = y , e dal punto A si elevi alla AD una perpendicolare la 
quale incontrerà l'altra, elevata sulla AB dal punto medio 0, nèl 
centro richiesto C; sarà così determinato ancora il raggio CA=CB: 
E mercè questa costruzione si avrà OC « DA colgy » acotgy-d-, 
ed AC = OA ; sen y = acosee> = r. 

Dall’ espressione di d poi segue che il centro giacerà superior- 
mente , inferiormente 0 nell’ asse medesimo delle ascisse, secon- 
do'chò sarà 

><90°, >90® ovvero = 90° ; 


nel qual ultimo caso AB sarà diametro. Ne risulta inoltre che 
dei due angoli AMB , AM'B costruiti sulla corda AB nei due seg- 
menti di cerchio , F uno sarà acuto , 1’ altro ottuso, ed in fine, 
restando invariata F equazione (m) , se nel tempo stesso vi si 
pongano — jj e 180° — y in vece di jj e y, dovrà essere ang.AMB 
+ ang. AM'B = 180°. 

Riunendo tutto ciò , si è condotto ai seguenti teoremi : 

1) Tutti gli angoli iscritti nel medesimo segmento di 
cerchio , sono eguali tra loro. 

2) Ogni angolo inscritto nel semicerchio, è retto. 

3) In ogni quadrilatero, inscritto in un cerchio, la 
somma degli angoli opposti è = 180°. 
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2S. Poiché 1’ equazione generale del cerchio , (1) ovvero (6) 

[ n° 20] contiene tro costanti, saranno necessarie e sufficienti 
tre condizioni per determinare interamente la grandezza e posi- 
zione di un cerchio. Tra i diversi problemi che qui si presenta- 
no , vogliamo esaminare il seguente : 

Trovare l’equazione del cerchio che passa per tre 
punti dati. 

Siano x t , y, ; x„, y a ; x,, y, te coordinate dei punti dati ; 

F equazione del cerchio domandato ha la forma : 

(i) 

di cui le tre costanti incognite à , /3, r sono da determinarsi in 
modo che il cerchio passi pei tre punti dati. 

E dovendo questi punti trovarsi sulla circonferenza del cer- 
chio (1) , le loro coordinate dovranno render soddisfatta l’ equa- 
zione (1) ; quindi si avranno le seguenti tre equazioni di con- 
dizione : 

(y, — £)' 4- (*, — «)* = ? ) 

(a. -fi)' -f (x, -.«>* = r* l (2) 

(J /,-*)• + (*.-«)•-** 5 

le quali baslano per la determinazione delle tre incognite à, /3, r. 
Svolgendo i quadrati , e sottraendo la 2* e 3* equazione dalla 
1*, si ha: 

2 (ìt. ~ 2/.) fi + 2 (*. —x„)a — (y* — y’) — (xj — xj) = 0 (3) 

2 (yi — y.) fi 4- 2 (®« — x ,) « — —y ~)— (*! — **) = °»(*) 

dalle qirali equazioni , come quelle che sono di primo grado ri- 
spetto ad « e /3 , si avranno facilmente i valori di queste coor- 
dinate del centro. E poiché le espressioni ne sono abbastanza 
svolte e non offrono ulteriore interesse , noi passiamo a dedurre 
ima costruzione del problema dai ristìltamenti finora ottenuti. 

Sodo coordinate del centro quei valori di » e fi che rende- 
ranno nel tempo stesso soddisfatte le equazioni (3) e (4). Or con- 
siderando per un istante «6/3 come variabili (correnti) coordi- 
nate , le equazioni (3) e (4) che sono di primo grado rispetto 
ad a e B , avranno ciascuna per luogo geometrico una retta ; e 
T intersezione di queste due linee tiara il centro richiesto , es- 
sendo questo il solo punto , le cui coordinate potranno nel tem- 
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po stesso render soddisfatte le equazioni (3) e (4). Dividendo per 
2{y l — y,) F equazione (3) , questa si ridurrà alla forma : 

t * • t 


p y, + y* _ 

^ 2 


x, — X* 

Vt — y* 


(a 


x i "t“ 
2 


)* 


(3') 


dalla quale si rileva che questa retta passa poi punto , le cui 
coordinate sono £(x, + ® B ) e \{y t + 3/,) , vale a dire pel punlo 
medio della congiungente i punti x, , y l ed x 4 , y„. E poiché 
questa congiungente ha per equazione : 


y—y. 



(x — x t ), 


ne segue che la retta (3) ovvero (3') sarà ad essa congiungonto 
perpendicolare nel suo punlo medio. Similmente si troverà 
che il luogo geometrico dell’ equazione (4) è una retta, perpen- 
dicolare nel punto medio della congiungente i punti x, , y x ed 
x, , y,. Il punto d’ intersezione di queste due perpendicolari , di 
facilissima costruzione , sarà il centro richiesto. 

Egli è chiaro che la soluzione analitica del problema mena al- 
la stessa costruzione , già insegnata negli Elementi. Del resto le 
formole precedenti diverranno più semplici , se P origine sia po- 
sta in uno dei punti dati, p. e. x t , y t , e l’asse delle x si fac- 
cia passare per uno degli altri due , x 4 , y % , poiché in questo 
caso sarà 

*« — y« •= y. “ o. 

Da questo problema si scorge il grande vantaggio che può trar- 
si dall’ uso dei luoghi geometrici nella soluzione dei problemi de- 
terminati. Trattandosi di determinare un punto mercè alcune da- 
te condizioni , queste, nel caso che il problema sìa determinato, 
condurranno sempre a due equazioni , F(x , y) = 0, f(x, y)=0 
tra le coordinate x, y del punto richiesto, le quali si otterran- 
no per mezzo di eliminazione da queste equazioni. L’eliminazio- 
ne purtuttavia è non di rado molto lunga , e conduce allora ad 
espressioni complicate, difficili ad esser trattate. Ma se si consi- 
deri che le coordinate del punto richiesto debbono contempo- 
neamente soddisfare alle due equazioni, si comprenderà subito 
che quel pnnto dovrà stare nell’ intersezione delle due linee rap- 
presentate da quelle equazioni, quando in esse si riguardino x 
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ed y quali coordinate variabili, e che dalla loro costruzione ri- 
sulterà il punto dimandato. ' 

Quando poi il problema è indeterminato , non si avrà tra 
le coordinate del punto richiesto che una sola equazione, il cui 
luogo geometrico sarà una linea retta o curva , di cui tutti i pun- 


ti soddisferanno al problema. Esempii corrispondenti si sono avuti 
nei n ! 18, 19, 22. 

‘i . K . : '.i ' ■; ' . ■ H: e, 


Congiunzione del cerchio colla retta. 1 1 

: :• ... •••■ V ■■ ■.- s : 

2 *. Date le equazioni di un cerchio e di una retta 


(*- a )*+(*-/3)‘ = r* (1), y=*ax + b (2), 


cerchiamo le coordinale dei loro punti d’ intersezione. Di queste 
avremo i valori , se considerando le due equazioni come coese? 
stenti , determineremo x ed y per mezzo di eliminazione. Così 
avremo ; • ■ ; i. • . < - r : >! ; ■»> > ; *,j 


a -)- n!i — ab -tf 1/(1 4- «*)»•'* — (aa. -)- b — /2)“ 1 

— r ni ■ 


1 -f- 


.(*) 


y 


( + à'H + b±aV\\ + o*)r* — ( (VX -)- 

1 -f- a* 


> W 


Or qui possono avvenire tre casi : '| ; '■ 

1) L’ espressione sotto il segno radicale può esser negativa 
allora x e y divengono immaginarie ; e la retta non incontra 
il cerchio. Ciò avrà luogo, quando sia (aa -|- 6 — /3) s > (1-f- a“)r* 
ovvero : 

- l/i+a» b ' 

vale a dire che la distanza' della retta dal centro è maggiore del 

raggio (n° 16^. ' . . t . . 

2) Se la detta espressione è positiva, la retta incontrerà il cer- 
chio ed in due punti atteso il doppio segno che precede il ra- 
dicate; in questo caso la reità dicesi segante elei cerchio. 

3) Se la quantità sottoposta al, segno radicale è = 0, la ret- 

ta avrà col cerchio un solo punto di comune, le cui coordina- 
le saranno : , •> • ....... 

a +tt/i — ab «a 4-«*» 5 ffj\ 
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ed in questo caso la retta si. dirà tangente al cerchio nel pun- 
to 4 , v t . ri i. . t - : v • r i ,* : 

La condizione che la retta (2) sia tangente al cerchio (1), sa- 
rà dunque espressa dall 1 equazione : k • ,■ 


/3 — av- 


Vl -fa'* 


(4) 


vale a dire che la perpendicolare , menata dal centro sulla retta, 
dovrà esser eguale al raggio; donde poi segue, che la tangen- 
te’ è perpendicolare al raggio inenato al punto di con- 
tatto. ' < • i * ' • >! • i 1» • 1 

Determinando a e b per mezzo delle equazioni (3), otterremo: 


5 — oc = t •' , 4(4 ~ «) 

, b = y 4 - ~ì 

... .1 . 


’ • /3 S-0 

*V. t.’,; |J) r : -■ 

conte valorj che dovranno avere le costanti a e b , . affinchè la 
retta sia tangente al cerchio nel punto 4 v r Quindi se queste 
espressioni s’ introducono nell’ equazione (2) , si avrà : 


y — - 


4 -% + >,+ ^ Q) 


ovvero 


ì i 








4) •= (S) 


come equazione della tangente al cerchio nel punto y, 
a cui appartiene propriamente anche 1’ equazione : 

Of — £)* + (4 — «)* = r* , 

i <*■ . * > » : » • - i I'. • • •{* » . i n- * 

la quale esprime che il punto 4, ì sta sulla circonferenza. Addi- 
zionando quest’ultima equazione alla (5), già ridotta alla forma : 

(y — uX* — 4- (® — f :)(§ — «) — o , 


si avrà 1’ equazione della tangente sotto la forma : 


iV “ 0)(l — /3) + — «)(4 — «) = r\ 


( 6 ) 


la quale differisce dall’equazione (1) del cerchio, sol perchè i 
rettangoli ( y — /3)(>j — 0) ed (x — a)( 4 — a) stanno invece dei 
quadrati (y — ($)' ed (x — a)\ 

Se l’origine delle coordinate coincide col centro del cerchio, 
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1’ equazione della tangente , come chiaramente si rileverà dalle 
equazioni (5) e (6) ponendovi a = fi — 0 , diverrà . 


i 

ovvero : 

ift4-x§ = r’ 


0 ) 

( 8 ) 


23. Consideriamo ancora una segante , menata per tm dato 
punto A nel piano del cerchio. Poniamo che l’ origine sia nel 
centro del cerchio , e che l’ asse delle x passi pel punto A ; 
chiamando d la distanza di questo punto dal centro ed r il rag- 
gio , le equazioni del cerchio e della segante saranno: 

x' + y' = r* , y=^a(x — d). 


Ponendo « = /3 = 0 e 6 = — ad nelle equazioni (k) del n° 
precedente , avremo le coordinate dei due punti d’ intersezione 
B, e B, : 

a*d -f N — ad -f aN 

t Vi — 


x = 
x. 


1 -fa* 
q»d — N 
1 + a* 


2/* 


1 -fa* ’ 
— ad — aN 

1-fa* ’ 


nelle quali per brevità si è fatto N = ^(l -f «*) — a ‘ d • In 

line chiamando e t ed e 2 le distanze AB, ed AB, del punto A dai 
due punti d’ intersezione , si avrà : 

e] = (d — x,y + y] , el==(d — x,)* + 2/i- 

E se in queste equazioni s’ introducano i valori delle coordina- 
le , qui sopra trovati , si otterrà : 

d-f N 


d— N 

e t — db - .. . , ~ > e M 


quindi 


vT+àt ' ' 1+a ’ 

d® — N* 


,2 > 


ossia , restituendovi il valore di N , 

e,e, = ± (<f“ — r *)- 

Nella quale espressione è da prendersi quello dei due segni che 
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renderà positivi e, ed il prodotto c,e t ; quindi il superiore o l’in- 
feriore , secondochè il punto giacerà fuori o dentro del cerchio. 

E poiché per l’ultima equazione il prodotto e.e, è indipendente 
da a, vale a dire dalla direzione della segante (o corda, se il 
punto è dentro del cerchio) , cosi ne segue il seguente teorema : 

Per un dato punto A , la cui distanza dal centro di 
un dato cerchio sia = d, conducendo una segante o 
corda, il prodotto delle distanze , che dal punto A a- 
v ranno i due punti d’intersezione di quella segante o 
corda col cerchio, sarà una quantità costante, ed e- 
guale alia differenza dei quadrati della distanza d e 
del raggio. 

11 prodotto e, e. = ± (d* — r a ) dicesi potenza del punto A 
rispetto al detto cerchio. 

E poiché questo teorema deve reggere, comunque i due punti 
d’intersezione della segante siano vicini tra essi , cosi lo stesso 
teorema dovrà aver luogo ancora per la tangente al cerchio con- 
dotta pel punto A , rispetto alla quale sarà e t = e t = t , indi- 
cando con t la porzione di tangente , compresa tra il punto A 
e quello di contatto. Si avrà così 1’ equazione t* = d* — r* , 
dalla quale risulta di nuovo che la tangente è perpendico- 
lare al raggio menato al punto di contatto. Dovendo 
inoltre esser e,e, = cT — r a per una segante comunque con- 
dotta pel punto A , sarà t* = e t e t ; equazione in cui sta espres- 
so il teorema che la tangente t menata ad un cerchio 
per qualsivoglia punto A , è media proporzionale geo- 
metrica tra i due segmenti di qualsiasi segante con- 
dotta per lo stesso punto. 

26. Nel n° 24 abbiamo svolta 1’ equazione della tangente al 
cerchio nell’ ipotesi che sia dato il punto di contatto §, y : sup- 
poniamo ora che per un punto x ' , y' esteriore al cerchio : 

(y-/3)‘+(x-«) l =r‘ 

si debba a questo menare una tangente. 

Indicando tuttavia con § , ij le coordinate sebbene incognite 
del punto di contatto , avremo per equazione della tangente al 
cerchio nel punto § , (n° 2*) : 

(y — £)(); — 0) + (* — «)(§ — a) — r*. 
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E poiché questa tangente deve passare pel punto x y , si avrà 
1’ equazione di condizione: 

<y — /sfa — e ) + (*' — «)(§. — a ) = 

i 1 

che congiunta all’ altra : . - 

( 1 ,— /3) a + (§ -«)* = ’•% ■ ( n ) 

ci darà i valori richiesti di § ed y. 1 ‘ ' 

Considerando come incognite § — a ed -<j — e ponen o per 

brevità le quantità note : ' 

a! — « = p , y' — &= <i > (*' — a )’ + (y'—^T = ^ 

d indicando la distanza del punto x ' , y' dal centro del cerchio, 
avremo mercè successiva eliminazione : 




r ì p±rqV / d l — r 2 




I rp 


Vd‘— r‘ 


( 2 ) 


1 

) 


Donde si rileva che dal punto x\ y’ si potranno menare due tan- 
genti , una sola > o infine nessuna, secondochè sara d> , — ovr 
vero <r, vale a dire secondo che il punto x ’ , y' giacerà fuori 
della circonferenza , sulla circonferenza o dentro di essa. 

Ed in fine si avrà per l’ angolo d’ inclinazione r della tangen- 

gente all’ asse delle ascisse : 


tgr = 


•-] ~ £ 


P<I . 


; vV(l ‘- 


r‘ — p 


27. Rimane ancora a dedurre dall’analisi precedente un me- 
todo per la costruzione geometrica dei punti di contatto. Le espres- 
sioni (2) , che si presentano immediatamente a questo obbictto , 
essendo alquanto intrigate noi faremo uso dei luoghi geometrici. 
Or le coordinate dei punti di contatto sono quei valori di § , * che 
renderanno soddisfatte nel tempo stesso le equazioni (m) ed (a) 
e perciò quei punti giaceranno nell’ intersezione dei luogm geo- 
metrici rappresentali dalle dette equazioni , quando m esse ri- 
guarderemo £ , y come coordinate correnti. ... 

E poiché la costruzione deve dipendere dalla sola natura el 
problema , e non dal sito del sistema di coordinate adoperato 
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nell’ analisi, così noi riporremo l’origine nel cenlro (fig. 18), e 
con ciò sarà a = £ = 0 , e le equazioni da costruirsi (m) ed (n) 
prenderanno la seguente forma : 

2 H -f x'$ = r a . . . (m') , jj* -f ? = r 1 . . . (ri) 

11 luogo dell’ equazione (n') è lo stesso cerchio dato ; quello 
di (m 1 ) è una retta , che facilmente costruiremo mercè i suoi 
punti d’ intersezione cogli assi. Or dall’ equazione (mi) segue : 

r a r* 

per 5 ) = 0 : § = OD = — 7 , e per § = 0: jj = 0E = — ; 

x , yf 

costruendo dunque in ordine ad x’ ed r, egualmente che in or- 
dine ad y' ed r , le terze proporzionali OD ed OE , si avranno 
i punti D ed E : la retta LL' , condotta per questi punti , sarà 
il luogo dell’equazione (m'), ed i suoi punti d’intersezione G, G' 
col cerchio , saranno i richiesti punti di contatto. 

La retta LL' , che passa pei due punti di contatto delle tan- 
genti da M menate al cerchio, e che ha per equazione (tu'), di- 
cesi corda dei contatti. 

Dall’ ottenuta espressione di OD si scorge che il sito del pun- 
to D è indipendente dall’ ordinata y' del punto M ; donde segue 
che se da qualsiasi punto della NN' , menata pel punto M per- 
pendicolarmente alla 0X, si conducano delle tangenti al cerchio, 
tutte le corde dei contatti s’ intersecheranno in un medesimo 
punto D. 

Or essendo arbitraria la direzione dell’ ascisse rispetto al cer- 
chio , e questo asse potendo in conseguenza esser perpendico- 
lare a qualsiasi retta condotta pel punto M, ne segue il seguen- 
te teorema : 

Conducendo da punti qualunque di una retta NN' del- 
le tangenti ad un cerchio , e congiungendo i punti di 
contatto delle rispettive coppie di tangenti con delle 
corde, queste s’ intersecheranno tutte in un medesimo 
punto D, che giacerà sulla perpendicolare menata dal 
centro alla retta NN'. 

Il punto D si nomina polo rispetto alla retta NN', la quale 
dal canto suo si dice polare in riguardo al punto D. 

Dall’ espressione di OD segue che ponendo x' = OP > r , sarà 
OD < r , e viceversa ; vale a dire che se la polare giace fuori 
Heur Geom. As*r.. * 
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del cerchio , il polo sfarà dentro ; ma se la polare taglia il cer- 
chio , il polo ne starà fuori. 

Invertendo il teorema precedente , si ha 1’ altro che segue : 
Per un punto , interiore o esteriore al cerchio, con- 
ducendo delle corde o seganti , e pei loro punti d’ in- 
tersezione col cerchio menando a questo delle tangen- 
ti, i punti in cui le rispettive coppie di tangenti s’ in- 
contreranno , staranno tutti sopra una medesima ret- 
ta , perpendicolare alla congiungente il punto dato col 
centro del cerchio. 

Un’ altra costruzione dei punti d’ intersezione è la seguente. 
Sottraendo 1’ una dall’ altra le due equazioni (tu') ed (n') , si ot- 
tiene 1’ equazione : 

. 5J* 4- §* — y\ — x% = 0 , (r) 

la quale può esser adoperata in vece di (m'). 11 luogo dell’equa- 
zioue (rì) è sempre il cerchio dato ; quello di (r) è egualmente 

un cerchio, il cui centro è definito dalle coordinate x' e y\ 

ed il cui raggio è : 


\Vx" + y* = —■ OM. 

Quindi col punto I , medio di OM e col raggi o= ■— OM si de- 
scriverà un cerchio , il quale taglierà il cerchio dato nei cerca- 
ti punti di contatto G, G'. È noto che questa costruzione è in- 
segnata negli Elementi. 

28. I risultamenti ottenuti nei n : 2* e 26 ci pongono nello 
stato di poter risolvere i problemi che si riferiscono a contatti 
di cerchi e rette. Della specie sono i tre che seguono : si cerca 
P equazione di un cerchio , il quale : 

1) sia tangente ad una data retta , e passi per due punti da- 
ti ; 2) sia tangente a due rette date , e passi per un punto da- 
to ; 6) sia tangente a tre rette date. 

Nei problemi di questa specie lo sviluppo completo delle for- 
inole' richiede sempre un calcolo abbastanza lungo ; e soltanto 
una scelta di assi accomodata ai dati della quistione potrà render- 
lo più breve, Ordinariamente la risoluzione delle equazioni si 
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protrae fino ad ottenere una costruzione facile ed elegante , ed 
a trovare nei risultamenti avuti un punto di appoggio a ricer- 
che di ulteriori proprietà del sistema delle linee e punti che 
si presentano nel problema. 

Cosi p. e. bastano i primi passi dell’ analisi per costruire il 
3° dei problemi precedenti ; ciò che qui brevemente mostrere- 
mo. Siano : 

= 6. . (1), y = a 'x-\- b '. . (2), y = a "x + b" . . (3) 

le equazioni delle tre rette date , ed 

> 

( 2 ,-/ 3 )” + (*-«)* = r " 

- quella del cerchio dimandato. E poiché questo dovrà esser tan- 
gente alle tre rette date, dovranno esser soddisfatte (n“ Si) le se- 
guenti equazioni di condizione : 

(fi — aa — 6)* = r*(l + «•) , 

(fi — a'a — 6')* =* r*(l -f a' 1 ) , 

(fi — a'a ■ — 6")’ = r“(l -f- a"‘) , 

per mezzo delle quali restano determinate le tre incognite. E 
dividendo la prima di queste tre equazioni per la seconda e ter- 
za, r % verrà eliminata, e mediante estrazione di radice si avranno 
le relazioni : 

/ ì — aa — b _ (3 _ a'a — b' 

ty V -\- a* 1/ i -{-a'* 

H — aa — b _ /3 _ a" a — b » 

in crii dovranno esser presi positivamente i radicali l/f + a 2- , 
ecc. Or queste due doppie equazioni, a causa del doppio segno’ 
daranno quattro coppie di equazioni , ed ogni coppia, essendo di 
primo grado rispetto ad a e fi, non darà per queste due incognite 
che un solo sistema di valori ; il problema avrà dunque quattro 
soluzioni, ed in conseguenza si potranno descrivere quattro cer- 
chi, che siano tangenti alle tre rette date. In fatti, se dalle equa- 
zioni (4) e ( 5 ) si elimini ancora un’incognita , e sia H , ne ri- 
sulterà per « un’ equazione di 4° grado. Ma se le stesse equa- 
zioni (4) e (5) si comparino all’equazione (5) del n° 17 , si co- 


(4) 

(*) 
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noscerà subilo che i loro luoghi geometrici sono quattro rette , 
che bisecano gli angoli formati dalle rette (1) e (2) , (1) e (3). 
I punti d’intersezione di queste quattro rette, che si potranno 
facilmente costruire, saranno in conseguenza i centri dei quattro 
cerchi. 

Congiunzione di più cerchi. 

29 . Consideriamo due cerchi: sia e la distanza dei loro centri 
C, C', e ponendo 1’ origine nel centro C di uno dei cerchi ed il 
semiasse positivo delle x nella linea centrale CC' , le loro equa- 
zioni saranno : 

y' + x' = r'...(l), y* + (x-ey=r'\.. (2), 

donde avremo per coordinale dei punti d" intersezione dei due 
cerchi : 

e 4 + r 2 - r'» 


y = ±l| / 4eV-(«‘+r‘-r7. (*) 

E chiaro che il valore di x sarà sempre reale, c — supponendo 
che non sia e = 0, vale a dire che i due cerchi non siano con- 
centrici — determinato e finito. Al contrario y avrà valore im- 
maginario, nullo, o ne avrà due reali, eguali e di segni contra- 
rii, secondochè la differenza sottoposta al segno radicale sarà ne- 
gativa , nulla o positiva. Nel primo caso i due cerchi non s’ in- 
contreranno ; nell’ ultimo vi sarà intersezione ed in due punti , 
i quali d’ ambo i lati e ad eguali distanze della linea dei centri 
si troveranno sopra una retta ad essa perpendicolare , essendoché 
' per 1’ equazione (3) essi punti avranno una medesima ascissa. Se 
in fine la quantità sottoposta al segno radicale risulti = 0, i due 
cerchi avranno un sol punto comune sulla linea dei centri , ed 
in questo caso la retta (3) coinciderà colla tangente comune al 
punto in cui i due cerchi si toccheranno. 

• Risolvendo in fattori la differenza sottoposta al segno radicale 
dell’ equazione (4) , si troverà : 

2 /=a±-^ / (e+r+r')(e+r— r’)(e-f-r'— r)(r+r'— e) ; 
donde si rileva che y sarà reale se , r-f- r' -f- e essendo sempre 
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quantità positiva , i rimanenti tre fattori siano tutti positivi, ov- 
vero uno positivo e gli altri due negativi. Ma quest’ ultimo caso 
non può avvenire , imperochè se uno di questi fattori , e sia ad f 
esempio e-\- r — r ' , è negativo, sarà e + »* < r 'i quindi e < r' 
ed r < r': con ciò avremo r' — r ed r ' — e positivi, ed in con- 
seguenza positivi ancora saranno necessariamente gli altri due 
fattori. Quindi può enunciarsi la seguente proposizione : 

Due cerchi , di cui r , r 1 siano i raggi ed e la distan- 
za dei loro centri, s’ intersecheranno in due punti, se 
ciascuna delle tre quantità r , r 1 , e sia minore della 
somma delle altre due. 

Avverrà contatto dei due cerchi , se sia y = 0 , vale a dire 
se uno dei mentovati tre fattori sparisca, ossia se e = r 1 — r, 
o e — r — r', o in fine e =»= r -f- r 7 ; in somma se c = ±(r— -r'), 
ovvero e = r -}- ri ; o finalmente , riunendo queste due ultime 
equazioni in una , sarà y = 0 , quando sia 

e* . (r ± ri)\ (5) 

Questa equazione esprime analiticamente la condizione di con- 
tatto di due cerchi , il quale avrà luogo se la distanzadei 
centri sia eguale alla somma o differenza dei loro rag- 
gi. Nel primo caso il contatto verrà detto esteriore , ed in- 
teriore nel secondo. 

L’equazione (5) ci pone nello stato di risolvere quei proble- 
mi , in cui si richiegga contatto di cerchi ; di cercare , p. e. un 
cerchio che passi por un dato punto e tocchi una data retta ed 
un dato cerchio ; ovvero che tocchi una retta e due cerchi, ecc. 
la tutti questi casi non s’ incontrerà difficoltà veruna nello sta- 
bilire le tre equazioni di condizione ; ed i limiti di quest’ opera 
non ci permettono dirne di più , perchè ci troveremmo condot- 
ti ad una trattazione che sempre sarebbe più o meno lunga.Vo- 
gliamo soltanto dir brevemente di un risultamento di più gene- 
rale significato , relativo alle ricerche esposte in questo n° , ed 
a cui porge occasione l’equazione (3) , la quale è già noto di 
essere l’espressione di una retta parallela all’ asse delle y , od 
in cui giacciono i due punti d’intersezione dei due cerchi , ov- 
vero quello del loro contatto ; e poiché questa retta , come quel- 
la eh’ è data da un’ equazione sempre reale , deve esistere quan- 
do anche i due cerchi non avessero punto comune, è chiaro che 
essa dovrà con essi cerchi avere una speciale relazione. 
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so. Siano in generale : 

(x — «)* + (!/ — &T — r* — 0 = K (1) 

(x — a*)* + (y — fi 1 )' — r'* == 0 « R' (2) 

le equazioni di due cerchi dati. Sottraendo F una dall’ altra , e 
ponendo per brevità 

(a* + P — r") — (a' 1 + /T — r n ) = m ' , 

avremo : 

2y (/3' — /3) -f- 2x («' — «) + m" = 0 = R — K'. (S) 


Essendo questa equazione di 1° grado rispetto ad x ed y , il suo 
luogo geometrico sarà una retta, la quale dovrà contenere i punti 
comuni ai due cerchi , se pur ve ne sono, imperocché essa di- 
viene identica per quei medesimi valori di a; ed y che renderan- 
no ad un tempo soddisfatte le equazioni R = 0 e K'=0 [ vedi 
la nota al n° 17]. Se i due cerchi si tagliano in due punti, 
sarà (3) l’equazione della segante comune condotta per quei 
due punti , ovvero della corda comune indefinitamente pro- 
lungata ; se poi i due cerchi si toccano , sarà (3) l’ equazione 
della tangente comune, menata pel punto di contatto, e 
che sta perpendicolare alla coDgiungeute i centri dei due cerchi, 
la cui equazione è ; 



( x — a). 


Se in fine i due cerchi non avessero punto comune , neppure 
ne avrebbe con essi la retdt (3) , la quale purtuttavia non ces- 
serebbe di esistere , rimanendo reale la sua equazione in ogni 
circostanza , ed avrebbe rispetto ai cerchi dati una determinata 
posizione. E appena da rammentarsi che questa retta non sia di 
versa dalla retta (3) del numero precedente. 

Con Pliichcr diremo cordale questa retta che sempre esisto 
per due cerchi dati ; e ci facciamo a brevemente esporne talune 
delle sue più essenziali proprietà. 

1. La cordale di due cerchi è perpendicolare allacon- 
giungente i loro centri , come risulta dalle cose precedenti. 

IL Siano dati i tre cerchi ; K = 0 , K' = 0, K" = 0, e tirate 
le loro cordali , prendendoli a due a due ; saranno : 
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K — R' «= 0 , K — K" = 0 , R' — R"= 0 

le loro equazioni. E poiché ciascuna di quesle è conseguenza 
delle altre due , cosi una qualunque di esse dovrà esser soddi- 
sfatta dai medesimi valori di x ed y , che renderanno soddisfat- 
te le altre due. Da ciò segue il bel teorema: 

Le tre cordali, appartenenti a tre cerchi dati presi 
a due a due , s’intersecano in un medesimo punto. 

Questa proposizione conduce immediatamente ad un semplice 
processo di costruzione della cordale di due cerchi che non 
hanno punto comune , quando si consideri che la cordale di due 
cerchi che s’ intersecano, n’ è la segante comune. Siano (fig. 14) 
K , K' i cerchi dati ; si descriva un qualunque cerchio ausiliario 
K" , il quale taglia i cerchi dati in a , b ; a ' , b' ; le rette in- 
definite ab , ab' saranno le cordali relative ai cerchi R , R" e 
K', K" , le quali dovendosi incontrare in un punto m colla cor- 
dale dei cerchi K e K', sarà m un punto della cordale richiesta: 
similmente se ne determinerà un secondo punto n mercè un al- 
tro cerchio ausiliario R'", e la retta menata pei punti m ed n 
sarà la cordale richiesta dei cerchi R e K'. 

111. Da un punto qualunque M (fig. 14) siano menate le tan- 
genti MB ed MB' ai due cerchi K , K' , pei quali riteniamo le 
stesse equazioni (1) e (2) ; indichiamo con x , y le coordinate 
del punto M ; con t , tf le sue distanze dai punti di contatto 
B , B' ; e con d , d' le sue distanze dai centri dei cerchi K, K'; 
avremo : 

= d* — r\ t" = d * — r' 1 , 

d a =(*- «y + ( y - py , <r = (x - jy + (y- py. 

Sottraendo 1’ una dall’ altra queste ultime equazioni , ed avendo 
riguardo all’ equazione (3) , poiché il punto x , y appartiene alla 
cordale, avremo: 

d* — d“ = r 2 — r'“ , 

ovvero 

d‘ — r* = d m — r' 1 ; (4) 

quindi 

t* = t'* , ossia t = t'. (5) 

Le equazioni (4) e (5) esprimono le’ seguenti proposizioni : 

Le potenze (n° as) rispetto a due cerchi sono egua- 
li per ogni punto della cardale. 
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Da qualunque punto di una cordale di due cerchi 
siano a questi menate delle tangenti , le loro lunghez- 
ze fino ai punti di contatto saranno eguali. 

Perciò molti autori danno alla cordale il nome di linea del- 
le potenze eguali, o anche di asse delle potenze, o in fi- 
ne di linea delle tangenti eguali. I matematici francesi la 
chiamano asse radicale. 

Le mentovate proprietà della cordale menano a costruzioni mol- 
to eleganti nella soluzione di problemi specialmente relativi a con- 
tatti di cerchi , come andiamo a mostrare con esempii. 

Problema. Costruire un cerchio che passi per due 
punti dati e tocchi un cerchio dato. 

Sia K (fig. 15) il cerchio dato ; A, B i punti, dati. Immaginan- 
do già descritto il cerchio richiesto K', conduciamo pei punti A, 
B un cerchio di raggio arbitrario , il quale tagli il cerchio K in 
due punti , e siano D, E ; le rette AB , DE saranno cordali dei 
cerchi Cefi', C e R , e la loro intersezione G sarà un punto 
(Prop. II) della cordale dei cerchi R e K' ; e poiché questi due 
cerchi debbono a vicenda toccarsi , la loro cordale ne sarà tan- 
gente comune. Perciò conducendo dal punto G le tangenti GH , 
Gl al cerchio dato, i loro punti di contatto m ed n saranno àn- 
cora punti di contatto del cerchio dato e di quello che si cerca; 
quindi è ohe vi saranno due cerchi i quali soddisfaranno al pro- 
blema. La quistione ò dunque ridotta a descrivere cerchi che 
passano per tre punti dati : A , B , m; ed A , B , n. Condotti i 
raggi Rm Rn , si prolunghino sino alle loro intersezioni R' , K" 
colla perpendicolare elevata dal punto medio di AB; saranno K', 
R" i centri dei cerchi richiesti. 

Problema. Descrivere un cerchio che passi per due 
punti dati A , B e tocchi la retta data LL'. 

Pei punti dati [fig. 16) conduciamo un qualunque cerchio sus- 
sidiario C , e la retta AB , la quale taglierà la retta LL' in un 
punto D. E chiaro esser AB la cordale del cerchio ausiliario e di 
quello che si cerca, e D un punto di essa ; in conseguenza con- 
ducendo dal punto D la DE tangente al cerchio ausiliario, quel- 
la che dallo stesso punto D sarà menata al cerchio che si cerca, 
avrà ( Prop. Ili ) una lunghezza == DE. Laonde descrivendo col 
centro D ed intervallo DE un cerchio , i punti m ed n in cui 
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laglierà la LL' , saranno i punti di contatto di questa retta col 
cerchio che si cerca ; due cerchi dunque saranno per soddisfare 
le condizioni del problema ; e ne otterremo facilmente i centri 
K e K' , se dal punto medio di AB eleveremo una perpendicola- 
re, e la prolungheremo fino ad incontrare le perpendicolari ele- 
vate su LL' dai punti m ed n. 


CAPO QUA&TO. 

DELLE LINEE DEL SECOND’ ORDINE IN GENERALE OSSIA DELLA SIGNI- 
FICAZIONE GEOMETRICA dell’ EQUAZIONE GENERALE DEL SECONDO 

GRADO TRA DUE VARIABILI. 

SI. Poiché ogni curva formata secondo una determinala leg- 
ge , può esser rappresentata da un’ equazione F(a ? , y) = 0 tra 
le coordinate di un suo punto , e che in conseguenza tutte le 
possibili curve nelle loro forme infinitamente variate debbano es- 
ser contenute in equazioni di questa specie ; così nell’ esame del- 
le curve si potrà scegliere per punto di partenza il carattere a- 
nalitico , espresso nelle loro equazioni , ed averne in tal modo 
una sistematica distribuzione. 

Quindi le curve vengono immediatamente distinte in due clas- 
si: algebriche e trascendenti, secondochè algebrica o tra- 
scendente ne sarà l’equazione. 

Noi potremo sempre supporre che l’equazione di una curva 
algebrica , F(x , y) — 0, sia liberata dalle espressioni fraziona- 
rie e radicali che potrebbe contenere , e che in conseguenza 
F(x , y) sia una funzione intera e razionale delle variabili x , y. 
Tutte le curve algebriche si conterranno dunque nell’ equazione: 

Aif + (Bs -f Qr- 1 4- (Dx 1 + Ex 4- %— 4- • • • = 0 (a); 

nella quale A , B , C , . . sono quantità costanti , ed n rappre- 
senta un numero intero e positivo. E volendo suddividere le cur- 
ve algebriche , all’ uopo si presenta subito il grado dell’ equazio- 
ne (a) e si presenta solo , e così distribuiamo le linee algebri- 
che secondo il grado della corrispondente equazione in linee del 
1' , 2° , 3" , . . . n* imo grado ovvero n ,imo ordine. 

Quindi la linea retta è una linea del 1° ordine , ed c nolo 
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esser la sola di questa specie. Il cerchio è una curva del 2" or- 
dine ; e poiché un’equazione di 2" grado tra x ed y deve sod- 
disfare talune condizioni (n° 20) ' per significare un cerchio , ne 
deduciamo che il cerchio non sarà la sola linea del 2° ordine. 

Questa distinzione delle linee Algebriche secondo il grado della 
loro equazione sarebbe evidentemente inammisibile , se il gra- 
do dell’ equazione non rimanesse inalterato , qualunque fosse il 
sistema degli assi a cui la curva vada riferita. Or è facile di- 
mostrare che il grado dell’ equazione (a) , e con esso il suo si- 
gnificato geometrico sono del tutto indipendenti dalla scelta del 
sistema di coordinate. Ed invero , • se dopo aver riferita 1’ equa- 
zione (a), di cui sarà luogo geometrico una certa curva, a qua- 
sivoglia sistema di coordinate, noi"passiarno da questo ad un nuo- 
vo sistema, avremo da sostituii nell’equazione (a) le espressio- 
ni che ci son date dalle forinole (3) nel n° 4. ; le quali essen- 
do di 1° grado rispetto alle nuove coordinate ne otterre- 

ma una nuova equazione che sarà ancora dello n ,i,n0 grado , e 
che avrà per luogo geometrico la medesima curva. 

Una linea dello n ,imo ordine non può esser incontra- 
la da una retta in più di n punti. 

Imperocché sia y= ax 4- b. ..(/3) l’equazione di una retta che 
incontra la cuna (a). Per determinare i punti d’intersezione, 
elimineremo una delle incognite , la y per esempio, dall’ equazio- 
ni* («) e (0) , ed avremo così un’equazione in x , le cui radici 
Rappresenteranno le ascisse dei punti d’intersezione. Ma le equa- 
zioni ( fi ) ed (a) sono rispettivamente di 1° ed n*'' 00 grado: dun- 
que 1’ eliminata non potrà superare lo n >ima grado, e non potrà 
in conseguenza avere più di n radici. 

Una linea del second’ ordine , non può dunque esser inter- 
secata da una linea retta in più di due punti. E di queste linee 
in generale ci occuperemo in questo capo. 

32. L’equazione generale del 2° grado tra due variabili x ed y 
ha la forma : 

Ax‘-f A'y' + 2Bxy + 2Cai + 2C'y + F = 0, (1) 

che per le cose dette nel n° precedente potremo riferire a coor- 
dinate rettangolari senza ledere la generalità della teorica. 

Per conoscere il significalo geometrico dell’equazione (1), dob- 
biamo cercare di ridurla a forma più semplice : ciò che otterrc- 
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mo mercè una trasformazione di coordinate, nella quale 1* origi- 
ne e la direzione dagli assi saranno scelte in modo da far spari- 
re taluni termini nell’ equazione trasformata. Le seguenti consi- 
derazioni he somministreranno il mezzo. 

Sia M,NM, (fig. 17) un’ arca della curva , ottenuta mercè la 
costruzione dell’ equazione (1) ; A un punto qualunque nel pia- 
no di essa, e le cui coordinate siano 4, tj; meniamo per A una 
qualsivoglia retta, la cui inclinazione all’asse delle a? essendo in- 
dicata da <? , ne avremo l’ equazione espressa da: 


y — yi=m(x—S), (2) 

ponendo per brevità m = tg<p. Eliminando y dalle equazioni (1) 
e (2) , avremo : f 

px 1 + -{- r = 0 ■ / (3) 

7 

nella quale supponiamo 

p = A 4- A'm* + 2Bm , ^ } 

q =(A'm -f B)(if - 7^) + C +£'m, [ (4) 

r = A'(ij — m4)* + 2C'( 5 , — m^4-F- ) 

L’ equazione (3) ammetterà in generale due diversa pdici x t , a?„, 
le quali quando siano reali, esprimeranno eyidorLt^ijfente le ascis- 
se dei punti d’ intersezione della retta (2) colfa curva (1). Don- 
de segue, com’è stato già osservato, che una ^inea del secon- 
d’ordine non può esser intersecata da uba pelta in più 
di due punti. 

Chiameremo corda della curva la porzione della se- 

gante , e supporremo che il punto A(4 , ?j) la divida per metà. 
Qual condizione a ciò noi faremo x == 4(®,4' x «)> indicando con 
x t , x t le radici dell’equazione (3). E per -un teorema noto della 
teorica delle equazioni avremo: 

*, 4- ar. = i donde f == , ossia p4 =* — q. 

Or sostituendo questo valore di q nella 2* delle equazioni (4) , 
ed eliminando p dalle due prime , si avrà: 

A 4 -f B)j + C -f ™ (A'ij 4- 4- C') = 0 , (5) 

equazione eh’ esprime la condizione a cui debbono soddisfare le 
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coordinate 4 , y del punto medio di una corda inclinata ali’ asse 
delle x sotto 1 ’ angolo <p. 

55. Or vediamo se sia possibile di assegnare tal posizione al 
punto 4 , 5 j che ogni corda menata per esso , ne resti divisa per 
metà. Dovendo all’ uopo 1’ equazione (!») esser soddisfatta per qua- 
lunque valore di m = tg 9 , essa si scinderà nelle due seguenti: 

A§ + B> J 4-C = 0 , ASpf B^ + C'=*=0 , ( 6 ) 

dalle quali si hanno per 4 ed yj i valori : 

g _ A’C — BC* AC* — BC /rjx 

* B* — AA' ’ ^ li* — A A’ * '*< 

i quali conducono ai seguenti risultati. 

a) Se la quantità B a — AA' è diversa da zero, si avrà un so- 
lo punto nel piano della curva ( 1 ) , il quale dividerà per metà 
ogni corda che vi sia condotta. 11 luogo di questo punto sarà de- 
finito dalle equazioni ( 6 ) 0 (7) ; ed il punto che gode di questa 
proprietà, dicesi centro della curva. 

b) Se B* — AA' = 0 , senza che siano contemporaneamente 
nulli i due numeratori nelle equazioni (7), i precedenti valori di 
§ *7 » od uno di essi almeno diverrà infinito : ed in questo caso 
la curva non avrà centro alcuno. Purtultpvia potrà ammet- 
tersi, considerandolo come situato a distanza infinita. 

c) Se in fine , oltre al denominatore B 9 — ■ AA' , anche i nu- 
meratori di (7) sono nulli, quelle espressioni assumeranno la for- 
ma indeterminata - Q - , donde si arguirà 1 ’esistenza d’infiniti cen- 
tri. E ciò avverrà quando le due equazioni ( 6 ) non essendo es- 
senzialmente diverse 1 ’ una dall’ altra , esse rappresentano una 
retta che sarà il luogo geometrico degl’ infiniti centri. 

Del resto questo caso , senza che dall’ equazione (1) sparisca 
alcuna delle coordinate , potrà aver luogo solamente , 0 quando 
1) sia A C = BC', donde per essere B* =5 AA', risulterà AC'==BC, 
ovvero 2) quando sia C = C' = 0. In ambo i casi nessuna cur- 
va , ma in vece un sistema di due rette parallele sarà il 
luogo geometrico dell’ equazione (1). In fatti , moltiplicando nel 
primo caso l’equazione (1) per A, e ponendo B 1 in vece di AA' 
e BC in vece di AC' , avremo : 

(A* + Bi /) 1 4 - 2C (Ai + By) + AF = 0 ; 
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donde 

Ax + By = — C ±; l/C 1 — AF, (m) * 

cqnazione che evidentemente significa due rette parallele. Nel 
secondo caso poi essendo C — C' = 0 1’ equazione (1) si riduce 
alla forma : 

Ax + By = Ht 1/ — AF, (n) 

la quale appartiene ancora a due rette parallele. E sì nell’ uno che 
nell’altro caso la quantità sottoposta al segno radicale dovrà esser 
positiva , poiché in contrario l’equazione (1) non ammetterebbe 
verun significato geometrico. Or nel 1° caso le due equazioni (6) 
si riducono all’unica: Atj -)- + C = 0 . . . (tu')* e nel 2’ 

ad : A§ +By = 0 . . . (n). Ma (tu') rappresenta una retta la 
quale giace in mezzo alle due rette ( m ) parallelamente ad esse , 
e perciò ogni suo punto ha la proprietà di dividere per mezzo 
tutte le congiungenti (corde), che vi sono condotte, delle due rette 
(m). Altrettanto vale per (n) rispetto alle rette (ti). E le due 
parallele (m) o (n) coincideranno in una , quando F espressione 
sottoposta al segno radicale risulti nulla. Dunque : 

Tutte le curve del 2° ordine, rappresentate dall’e- 
quazione (1) , debbono distinguersi in due classi , 

T una delle quali comprenderà le curve che hanno un 

centro (se B® — AA' ^ 0) , l’altra poi sarà costituita 

dalle curve che non possono aver centro. 

Se per le curve che hanno centro , si tolga questo punto ad 
origine , necessariamente la loio equazione acquisterà la proprie- 
tà di rimanere invariata, quando ad x, y si sostituiscano — x, — y. 
Imperocché , sia 0 (frg. 18) centro ed origine ad un tempo di 
una curva , 0M una retta qualunque per esso condotta e che 
tagli la curva in M ; prolungando M0 e prendendo 0M' — 0M, 

M' dovrà essere ancora un punto della curva ; quindi le coordi- 
nate dei punti M ed M' dovranno avere valori numerici eguali e 
di segni contrarii. Perciò se x, y rappresentano due valori delie 
coordinate , i quali rendano soddisfatta l’equazione della curva, 
anche pei valori — x , — y dovrà risultare altrettanto. Ed è chia- 
ro che la curva avrà questa proprietà sol quando tutti i termini 
dipendenti da x ed y abbiano nel tempo stesso numero pari 
o impari di dimensioni rispetto ad x ed y. 
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Donde segue che i termini lineari in a; ed y dovranno sparire 
dall’ equazione (1) , quando senza mutare la direzione degli assi 
si ponga l’ origine nel centro , se mai tal punto esista. Ed in 
fatti ponendo x = x' 4- 4 > V = y' ~{~ 1 nell’ equazione (1) , 
questa si trasformerà in : 

Ax m + A'jf + 2B*y + 2 (A« + B), + Cy > 

+ 2(A',+B§+C')y' 3 

facendo per brevità : 

K = — (A? + A'y + 2B^ + 2(4 -f 2CS* + F). 

Or se T origine è centro della curva , 1’ ultima equazione mercè 
le equazioni (6) assumerà la forma più semplice : 

Ax rì 4- Ay 4- 2B*y = K , (8) 

nella quale i coefficienti A, A', B sono identici a quelli dell’ equa- 
zione (1) , e f espressione di K si lascia ridurre alla forma più 
semplice : 

K = — (C 44 -CS 4 -F), ' (9) 

•imperocché la parte di K , rappresentata da 

A| 4 + A V 4- 2B^ + C§ + C'y, - (A 4 + + C)4 4- (A'* + 1*4 + 
dovrà sparire in conseguenza dell’ equazione (7). 

5*. Ritorniamo ora all’ equazione (5) : 

A 4 4" % + c 4~ wi (A 4 4 - B 4 4 - C) = 0 , ( 0 ) 

nella quale è noto che y rappresentano le coordinate del pun- 
to medio di una corda inclinata all’asse delle ascisse sotto l’an- 
golo o , e che m = tg<p. Considerando m come costante e § , 
yj come coordinate variabili , vale a dire immaginando condot- 
ta una serie di corde parallele , l’ equazione ( 5 ) esprimerà la re- 
lazione che dovrà aver lungo tra le coordinate dei punti medii 
di queste corde, ed essa sarà in conseguenza l’equazione del luo- 
go geometrico di essi punti , il quale luogo geometrico sarà una 
linea retta , essendoché l’ equazione è di 1 ° grado rispetto a § ed v r 
Donde segue che nelle linee del 2® ordine i punti medii 
di un sistema di corde parallele stannoin linea retta. 
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Una linea retta o curva , la quale bisechi una serie di corde 
parallele di una curva , dicesi diametro di essa curva. 

Tutte le linee del 2" ordine dunque hanno diametri 
rettil inei. 

E poiché l’equazione (5) del diametro appartenente ad un si- 
stema di corde inclinate sotto l’ angolo <p all’ asse delle ascisse , 
può sussistere per ogni valore di m = tg <p , egli è chiaro che 
ad ogni sistema di corde parallele corrisponde un dia- 
metro. 

Risolvendola rispetto ad y , l’ equazione (5) del diametro pren- 
de la forma : 




A -f-Bw 
A'im + B ^ 


C + C'm 
A 'ni -f- B 


( 10 ) 


dilaniando 4* l’angolo d’inclinazione di questo diametro all’asse 
delle x e ponendo mi — tg^ , avremo mercé l’equazione (10) 


tn — — 


A 4- Bw 
A' ih -f- B 


(li) 


Supponendo che nell’ equazione (1) sia B* — AA' ^ 0 , è no- 
to dover esistere un centro , le cui coordinate saranno date dal- 
le equazioni (6), e come chiaramente risulta dalla comparazione 
di queste equazioni coll’ equazione (5), esse renderanno soddisfat- 
ta quest’ ultima equazione. Da ciò si rileva che in ogni linea 
del 2° ordine, che ha centro, tutti i diametri s’inter- 
secano in questo punto; e viceversa: ogni corda con- 
dotta pel centro è un diametro, essendoché m — è 
quantità arbitraria. 

Ma la cosa va diversamente , quando è B 2 — AA' = 0 ; impe- 
rocché moltiplicando numeratore e denominatore dell’ espresione 

B 

(1 1) per A', e sostituendo B“ ad AA' , ne sisulta m ' = — — ; 

donde segue che in questo caso la direzione del diametro è in- 
dipendente da quella delle corde; l’ equazione del diametro si tra- 
sforma in 

B C + C’*n . 

A' ^ A'ffl + B ’ 

ed in conseguenza esprime egualmente che per ogni sistema di 
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corde avvi un determinalo diametro, ma che lutti i diametri son 
paralleli tra loro ; quindi il loro punto di comune intersezione 
(il centro) giace a distanza infinita. 

Risolvendo l’equazione (11) rispetto ad m , si ottiene 


A -f- Bw' 
A ’/«' + B 


risultamelo che avremmo potuto ottenere dalla stessa equazione 
(11) mercè il solo scambio di m con mi. Quindi se immaginiamo 
un secondo sistema di corde parallele ad un qualunque diametro 
(5) , il diametro appartenente al secondo sistema sarà parallelo 
al primo sistema di corde. Con ciò si avranno due diametri 
ciascuno dei quali biseca il sistema delle corde paral- 
lele all’altro, lina coppia di simili diametri va sotto il nome 
di diametri coniugati. E poiché una delle quantità m, m' può 
esser presa ad arbitrio , ne segue che ogni diametro ha il suo 
conjugato, e che in conseguenza nelle linee del 2° ordine vi so- 
no infiniti sistemi di diametri conjugati. 

In fine 1’ angolo u , sotto cui un diametro taglia il suo siste- 
ma di corde , è dato dall’ equazione: 


tg li- 


ni — tri 
1 + mni 




ed in generale è diverso dall’ angolo retto. 

SS.. Nulla osta di prendere per asse delle ascisse un diametro 
e porre 1’ asse delle y parallelo al corrispondente sistema di cor- 
de. E tostochè 1’ equazione (1) sia trasformata in questo nuovo 
sistema di coordinale, ad ogni valore di x , per esempio, =* OP 
(fig. 19) corrisponderanno due valori eguali ed opposti di y : 
PM — PM', e quindi la trasformata sarà rispetto ad y un’ equa- 
zione pura del 2° grado> Con ciò si avrà un secondo mezzo di 
semplificare 1’ equazione (1) , stantechè per esso andranno a spa- 
rire i termini contenenti y a prima potenza. E poiché con que- 
sto mezzo si va incontro generalmente ad un sistema di coordi- 
nate obblique , cosi sorge la quistione , se le linee del 2° ordi- 
ne non potessero per avventura aver diametro che tagli ad an- 
golo retto le corrispendenti corde. 

Un diametro , che tagli ad angolo retto le sue corde , dicesi 
diametro principale, c direzione principale quella 
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delle corrispondenti corde. È evidente che un diametro principa- 
le divide la curva in due parti simmetriche. 


5«. Indicando, come per lo innanzi, con m ed m! le tangenti de- 
gli angoli <p e vp, che un sistema di corde parallele ed il corrispon- 
dente diametro formano coll’asse delle x, l’equazione 1=0 
esprimerà la condizione che il diametro interseca il sistema delle 
corde ad angolo retto : ed eliminandone m' mercè l’equazione 
(11) , si avrà: 

A' m -f- B 
~ A -f- U ni 

Da questa equazione in varii modi si può dedurre il valore del- 
l’angolo ©, che determina una direzioneprincipale. Seri- 

vendo — — — in vece di m =» tqa , e facendo sparire i denomi- 
cos <p 

natori , si avrà: 

(A' — A) senpeos? -j- B(cos*p > — scn*?) = 0, (13) 



donde , per essere sen2? = 2senp cos? e cos2p «■ cos’p — sen’p , 
risulta : 

„ 2 B 

tff2? = T=T ( u ) 

Intanto ordinando l’equazione (12) rispetto ad m = tg<p, si ot- 
tiene : 

tf? ~^-tg ? -l = 0, (15) 

dalla quale si ha : 

A' A (16) 

2 B 


Quest’ equazione somministrando , del pari che l’ equazione (14), 
due valori sempre reali di tg<p , dimostra che le linee del 2° or- 
dine ammettono in generale due direzioni principali, ed in 
conseguenza due diametri principali. 

Indicando con $>„ e <p, i dne valori di f dati dall’equazione (16), 
saranno tgy l e tg p, le radici dell’equazione (15) ; e per un 
noto teorema della teoria delle cquazioui sarà: 


tg?* = — 1 , 

Heuk Geom. Anzi.. 


A 
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▼ale a dire che i due diametri principali s’incontrano 
ad angolo retto. 

Queste deduzioni vogliono esser modificate in una circostanza 
che ci viene manifestata dalla contraddizione in cui sembrano tro- 
varsi coi risultamenti ottenuti nel n° 34-, vale a dire che quan- 
do si ha B* — AA' — 0, tutti i diametri sono a vicenda paralleli. 
Perchè ciò si chiarisca , noi partendo dall’ equazione (12) pren- 
deremo un’ altra via per determinare la direzione principale. Po- 
nendo il denominatore A + Bm = s , avremo in vece di (12) il 
sistema delle due equazioni: 

A'm -f- B = ms , ovvero (A' — s) m + B = 0, } 

A -(- Bm = s , A — s-|-Bm=0. 3 

Eliminandone m , si ottiene primieramente : 

(A •— s)(A' — s) — B* = 0 , 

ossia 

a* — (A-)-A)s — (B* — AA) = 0 , (18) 

donde 

A + A' l . 

s = ^ — =t^j-|/(A — A')* + 4B“. (19) 

ndicando con s t , s t queste due radici sempre reali dell’ equa- 
zione (18) , la loro sostituzione in una delle equazioni (17) ci 
darà i richiesti valori di m, ro, ed m,, per le due direzioni prin- 
cipali , come F abbiamo già presentati nell’ equazione (16). 

Or egli è chiaro che possono darsi tre casi. 

I. Le due radici s, ed s, potranno esser diverse da 
zero , e tra esse. 

Per ciò si richiede la condizione : 

A + A' N i 

2 Ca^A-A')* + 4B% 

la quale convenientemente ridotta diviene B* — AA' ^ 0 ; quin- 
di la curva ha un centro. Mercè s, ed s 2 noi abbiamo da (17) 
due determinati valori di m , e con ciò due direzioni princi- 
pali, a cui corrispondono due diametri principali l’uno al- 
l’altro perpendicolare, e che s’intersecano nel centro 
della curva. 
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li. Le due radici s, possono esser eguali e diver- 
se da zero. Perciò fa d’uopo che il radicale sparisca in (19), e 
che in conseguenza sia: 

A = A' , B = 0 ; 

donde s I = $ a = A = A'. L’equazione (12) o le (17) in questo 
caso verranno soddisfatte da qualunque valore di m , vale a di- 
re che ogni direzione sarà principale, e quindi ogni 
retta menata pel centro (esistente in questo caso a ca- 
gione di B’ — A A' = — A” < 0 ) sarà diametro princi- 
pale. E da ciò segue necessariamente che tutti i punti della cur- 
va debbono essere equidistanti dal centro. Imperocché sia C (fig. 
20) il centro , AB un diametro qualunque che incontri la curva 
in A e B , ed in conseguenza AG = BC , ed in fine sia M un 
punto qualsivoglia della curva. Si conduca la corda AM , e pel 
centro C si meni ad essa la perpendicolare PQ. Or questa retta, 
come ogni altra condotta pel centro, essendo un diametro prin- 
cipale , dovrà bisecare la corda AM; sarà dunque AD = MD, ed 
in conseguenza MC = AC. L’ equazione (1), nell’ ipotesi che sia- 
no eguali i coefficienti dei quadrati di x ed y e che manchi il 
termine in xy , disegnerà dunque un cerchio : ciò ch’è piena- 
mente conforme ai risultamenti ottenuti nel n“ 19 . 

111. Si a u n a del le d ue ra d ici , p. e. s, = 0. Perciò si 
richiede che il termine noto sparisca nell’ equazione (18), e che 
in conseguenza sia : 

B* — AA' = 0. 

Dall’ equazione (18) si deduce che la 2* radice sarà: s a =A-f-A'. 

Con questi valori di s otterremo da (17) due direzioni princi- 
pali interamente determinate : 



ma alla seconda soltanto delle due corrisponde un determinato 
diametro principale. Ed in vero, introducendo nell’ equazione (10) 
che rappresenta qualunque diametro, in vece di A-(-Bm ed A'm+B 
i valori di s ed vis , tratti dall’ equazioni (17) , otterremo per 
equazione di un diametro principale : 

s(§ + m-/j) -f- C -f- C'm = 0. (20) 

* 
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Or egli c chiaro che questa equazione apparterrà ad una retta 
interamente definita — ad un determinato diametro principale — 
se v’introdurremo i precedenti valori di s = s a ed m = m t . Sol- 
tanto pel 2° diametro principale si avrà da (20) nell’ ipotesi di 

s = s, — 0 , ed m = m I = - , 

0.(§ + m . , j) + C + C'm i = 0 , 

ove sono da distinguersi due casi. 

1) Se C -f- C'm = (CA' — BC) : A = 0 , per la qual cosa si 
richiede che sia A'C = BC' , ovvero C = C' — 0 , il luogo geo- 
metrico dell’ equazione (1) avrà in questo caso infiniti centri (n° 
52) ; e 1’ equazione (21) rimanendo soddisfatta per qualsiasi va- 
lore di § ed i; , è chiaro che ogni retta menata perpendicolar- 
mente alla corda, definita di direzione mercè m l5 sarà un diame- 
tro principale. Or ciò non può avvenire, se non quando ogni 
punto di simile corda potrà esser riguardato come punto me- 
dio : quindi la corda dovrà essere infinitamente lunga e non in- 
contrare il luogo geometrico dell’equazione (1) nè da un lato nè 
dall’ altro ; la qual cosa può avvenire sol quando esso luogo con- 
siste in un sistema di due rette parallele : risultainento confor- 
me a quello ottenuto nel n° 52. Qui dunque abbiamo un definito 
diametro principale ed infiniti altri ad esso perpendicolari. 

2) Ma se C + C'm è diversa da zero , nel qual caso il luogo 
dell’equazione (1) non ammette centro, l’equazione (21) non po- 
trà esser soddisfatta da verun valore finito di ^ ed yj. Diamo al- 
l’ equazione (20) la forma : 

1 C-j- Cm 

^ ~ m ^ ms ’ 

facciamo in questa m = m, , e poniamo che s decresca conli- 
nuamente : avremo così 1’ espressione di una retta che paralle- 
lamente a se stessa si allontana sompreppiù dall’ origine , e per 
s =a s l = 0 essa diviene un diametro principale , il quale giace 
ad una distanza infinita , e quindi non esiste. In questo unico 
caso noi abbiamo un solo diametro principale, inclinato al- 
F asse delle a? sotto F angolo 4' , la cui tangente trigonometrica 
essendo = m, , abbiamo 
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Osservazione. Le due radici dell’ equazione (1S) non possono es- 
sere =3 0, imperocché si richiederebbe A = A' = 0, B = 0, e l’equazio- 
ne (1) si abbasserebbe al 1° grado. 

57. Le precedenti ricerche or ci offrono il mezzo di ridurre 
l’ equazione (1) alla forma più semplice mercè trasformazione di 
coordinate. 

Avendo veduto nel n° precedente che si ha sempre un dia- 
metro principale almeno , potremo toglier questo per asse del- 
le x ; ed attuando questa trasformazione , per la quale il siste- 
ma degli assi dovrà girare dell’ angolo 9 determinato dall’ equa- 
zione (16), l’equazione (1) [n° 53] perderà i termini contenenti 
y a 1“ potenza , ed assumerà la forma : 

Ma:* + Ny* -f 2Ra: -f F = 0 , (23) 

la quale conterrà in conseguenza tutte le linee del 2° ordine. 

Per effetto di questa trasformazione il coefficiente M di x ! , 
potrà esser un numero / ovvero esser = 0. 

Nel 1° caso l’equazione (23) potrà esser liberata del termine 

contenente x a 1“ potenza , ponendovi x=*x' , vale a 

dire facendo retrocedere l’ origine sull’ asse delle x della quanti- 
tà R : M. Così l’ equazione (23) otterrà la forma : 

Ma:® -f- Ny* = K. (I) 

Nel 2° caso l’ equazione (23) a cagione di M = 0 , diverrà 
Ny® -f- 2 Rx -f- F = 0 , dalla quale potrà menarsi via il termine 

F 

costante F , ponendovi x — x' , ossia movendo l’ origine 

All. 

F 

sull’asse delle x della quantità — • Con ciò si avrà: 

Ali 

Ny® 4" 2 Ra; = 0. (Il) 

Coinè chiaramente apparisco dalla forma dell’ equazione (1) , 
l’origine giacerà nel centro della curva, le cui coordinate son 
date dall’ equazione (7) , ed i diametri principali ne saranno gli 
assi coordinati. Questa equazione comprenderà dunque quei luo- 
ghi geometrici dell’ equazione (1) , i quali avranno un centro , 
0 infiniti centri. 

Dalla forma poi dell’ equazione (il) si scorge che l’ origine non 
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è centro , e che soltanto l’asse delle lè un diametro principa- 
le ; e poiché da questa equazione non può meuarsi via il ter- 
mine lineare 2R® , cosi essa dovrà comprendere -quei luoghi 
geometrici dell’ equazione (1) , i quali non possono aver centro. 
Passiamo ora alla discussione di queste equazioni. 


58 . Discussione dell’equazione: 

Ma’ + Ny* = K. I 

Poiché la quantità M , diversa da zero , può sempre supporsi 
positiva, così avremo da considerare i seguenti casi. 

I 

1) N positiva. 


a) K positiva. II luogo geometrico dell’equazione I in questo 
caso è una curva , la cui forma si ottiene facilmente mercè la 

seguente discussione. Da y = 0 segue ìt = h- ; la curva 

dunque taglia l’asse delle x nei due punti A , A' (fig. 31) , la 

cui distanza dall’ origine (centro della curva ) è = rh y / * 

Similmente per x = 0 si trova y = ; e questi due va- 

lori disegneranno le ordinate dei due punti d’intersezione B, B' 
della curva coll’ asse delle y. Segue in ultimo dall’ equazione (I) : 


y = —)/ *")’ a ’“ ± t // -F(-r- s ') ; 

# i # 

donde si rileva che y avrà espressione immaginaria per ogni va- 
lore di x che sia numericamente >■/£_; similmente ad ogni 

V M 

valore di y > corrisponderà un valore immaginario di x; 

quindi nessun punto della curva starà fuori il rettangolo forma- 
to dalle quattro rette , condotte pei punti A , A' , B , B' paral- 
lelamente ai due assi coordinati. Viceversa ad ogni valore positi- 
vo o negativo di x, il cui valore numerico non superi l/ 
corrisponderanno due valori reali, eguali ed opposti di y ; la no- 
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sfra curva è dunque chiusa e limitata in tutte le direzioni. L’or- 
dinata y avrà massimo valore nei punti B, B' a cui corrisponde 
x = 0 ; ed il suo valore andrà sempre diminuendo, come quel- 
lo di x ( positivo o negativo) andrà crescendo , e diverrà final- 


mente = 0 per x = 



E ciò è sufficiente a potersi chiaramente rappresentare questa 
curva, la quale ha nome di ellisse. 

Le parti AA' e BB' dei diametri principali , determinate per 
intersezione colla curva, costituiscono gli assi dell’ellisse, l’uno 
maggiore, l’altro minore. Ponendo le loro metà, 0A = o, 


OB = b , si avrà a=j/-^-,fc=|/ / -^-;i quali valori, in- 
trodotti nell’ equazione (I) , la trasformano in 


=1, ovvero a* y* -f- h 2 ®* == a 2 h* (24) 

I punti estremi degli assi, A, A', B, B' si dicono vertici del- 
F ellisse. 

Nel caso che sia M = N, sarà a — b, e l’ equazione I e (24) 
diverranno : 

* m + y' = -jf » «* 4- y' =* «* , 

le quali appartengono ad un cerchio di raggio a = • 11 

cerchio è dunqne da considerarsi come un caso speciale dell’el- 
lisse. 

y3) K negativa. Poiché la somma di due quantità essenzial- 
mente positive , Mi* ed Ni/’, non può risultare negativa , non 
potrà in questo caso 1’ equazione 1 aver significato geometrico» 
(Curva immaginaria). 

-j.) K = 0. L’ equazione I riducendosi in questo caso a : 

Mx* + Ny’ = 0 , 

non può esser soddisfatta che dai valori x ~ 0 , y-0- Questa 
equazione, del pari che 1’ equazione (I), disegnerà in questo caso 
un punto , e propriamente P origine attuale , le cui coordinate 
rispetto agli assi primitivi son date dalle equazioni 7. 
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2) N negativa. 

Ponendo, per mettere in veduta il co Rìdente di y*, N=» — N', 
noi avremo a considerare 1’ equazione : 

Mìe* — Ny = R , (25) 

nella quale N' indica una quantità essenzialmente positiva. 


a) R positiva. Dall’ equazione (25) si ha 

x = ±|/|-( s - + ^ 

Essendoché x — 0 rende y immaginaria, l’asse delle y non sarà 
incontrato dalla curva; ma l’asse delle x lo sarà in due punti A, 

A '(fig. 35) per le cui ascisse OA ed OA' si hanno i valori ± /¥ 
E poiché per ogni valore positivo o negativo di x, che numeri- 
camente sia < y diviene immaginaria , cosi nessun pun- 

to della curva giacerà tra le due rette, che perpendicolarmente 
all’asse x siano condotte pei punti A, A'. Viceversa ad ogni valore 

positivo o negativo dix, che sia assolutamente corrispon- 

deranno due eguali ed opposti valori di y, i quali insieme con 
x andranno crescendo all’ infinito. La curva dunque, rappresen- 
tata dall’ equazione (25) , si comporrà di due rami distinti , che 
giaceranno d’ ambo le parli dell’ asse delle cotrdinate ; ed ognu- 
no dei due rami si estenderà indefinitamente e simmetricamente 
dai due lati dell’ asse delle x: 

Questa curva porta il nome d’iperbole. Da un solo dei due 
assi principali essa viene incontrata nei punti A, A' che diconsi 
vertici dell’ iperbole. La porzione AA' di un diametro principa- 
le , compresa tra i due vertici, dicesi asse primario ( anco- 
ra asse traverso, asse reale); rappresentandone la parte 

OA = OA' con a , ne viene a = y / ~ ; e ponendo 
l’ equazione (25) dell’ iperbole assumerà la forma : 

yr — -fr = 1 > ovvero o’y — hV = — a s h% (26) 
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la quale, come si vede, può dedursi da quella dell* ellisse (21) 
ponendovi — b* in vece di b * ovvero 6j/_ i in vece di b. E poi- 
ché dall’equazione (26) per a; = 0 risulta y — -+- bl/^i come 
ordinata del punto ( immaginario ) d’ intersezione dell’ iperbole col- 
l’ asse delle y , così per analogia all’ ellisse la quantità 2b no- 
masi asse secondario o immaginario, e se ne porta la me- 
tà b sul diametro principale secondario, d’ambo i lati a conta- 
re dal centro. 

Per M = N' = — N sarà o = b, e l’iperbole si dirà equi- 
latera. 

/3) K negativa. Mutando i segni dei due membri, l’equazio- 
ne (25) diverrà in questo caso : 

N'y* — Mjr* = K , 

la quale avendo la stessa forma dell’equazione (25) rappresente- 
rà ancora un’ iperbole , colla differenza però che l’ asse primario 
si confonderà nel caso presente con quello delle y. 

y) K=0. Si ha in questo caso dall’equazione (25) y=±ay/ — ; 

equazione , la quale ha per luogo geometrico un sistema di 
due rette che s’ intersecano nell’ origine. 

8) N = 0. 

In questo caso l’ equazione I ci dà : 
x = 

che rappresenta un sistema di due rette parallele, 
le quali saranno reali od immaginarie , secondochè K. sarà posi- 
tiva o negativa ; e che si confonderanno in una sola retta, 
qyando sia K = 0. 

59. Discussione dell’ equazione: 

Ni/* -f- 2Rx = 0. (II) 

Questa equazione non offre distinzione a farsi , imperocché N 
può prendersi sempre positivamente , ed il segno del secondo 
termine non ha veruna influenza ; giacché se anche fosse nega- 
tivo , basterebbe scambiare — x con + x , ossia un semiasse 
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delle x coll’ altro , per ottenere di nuovo la forma precedente. 

2R 

Ponendo — = p , l’ equazione precedente acquista la forma 

semplice : 

y 1 = P X ■ (27) 

dalla quale si ottiene y — ±l / 'px. Questa equazione offre va- 
lori reali di y per quei soli valori di x che abbiano lo stesso se- 
gno di p ; quindi la curva da essa rappresentala giacerà da un 
solo lato dell’ asse delle y. Ponendovi x = 0 , sarà y = 0 , e 
quindi la curva passa per l’origine. Per ogni valore di x che 
abbia lo slesso segno di p , 1’ equazione (27) darà due eguali ed 
opposti valori di y , i quali andranno crescendo con x all’ infi- 
nito. La curva dunque (fig. 24) si comporrà di due rami che 
dall’origine si estenderanno nel senso delle x positive o negati- 
ve ( secondochè p sarà positiva o negativa ), e giaceranno sim- 
metricamente all’ asse dell’ x , dal quale andranno sempre più 
allontanandosi : questa curva si nomina parabola. 

Il punto A , in cui la parabola è intersecata dal suo diametro 
principale , dicesi vertice, asse il diametro principale AX , e 
parametro della parabola la costante p, la quale è coefficien- 
te di x nell’equazione (27), riferita al diametro principale come 
asse delle x ed al vertice come origine. 

Componendo insieme i risullamenti ottenuti negli ultimi due 
numeri , si perviene alla conseguenza che da una equazione del 
2° grado tra due variabili non vengon fuori che tre sole linee 
curve ; la ellisse , l’ iperbole e la parabola , che perciò 
comporranno le sole linee del 2° ordine, e nelle quali è conte- 
nuto il cerchio come caso particolare dell’ ellisse. 

Del resto, l’equazione potrà ammettere ancora ogni altro signi- 
ficato geometrico; essa potrà rappresentare un punto, una retta, 
due rette parallele , o in fine due rette che s’ intersecano. 

Le suddette curve portano ancora il nome di sezioni coni- 
che , perchè risultano dall’intersezione di un cono con un piano. 

40. La risposta alla quistione : quale delle tre curve sarà luo- 
go geometrico di una data equazione del 2° grado con determinali 
coefficienti , si riduce ad un semplice contrassegno. 

Se l’equazione (1) deve rappresentare una parabola, dovrà 
esser B* — A.V = 0 , imperocché sotto questa condizione soltan- 
to il lungo dell’ equazione (1) non ammetterà centro (n° 52 fi); 
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daltronde la parabola è 1’ unica curva del 2° ordine, la quale non 
lia centro — Se oltracciò sia ancora A'C = BC' , ovvero C=C'=0, 
l’ equazione (1) esprimerà due rette parallele od una sola (n° 32 c); 
ed in conseguenza questi luoghi saranno ancora considerati come 
variazioni della parabola, la quale con facilità può esservi ridotta 
«anche geometricamente. 

Ma se l’equazione (1) debba appartenere ad un’ellisse od iper- 
bole , dovrà B* — AA' esser diversa da zero ; essendoché sotto 
questa condizione soltanto esiste un centro unico. Le due cur- 
ve poi differiscono in questo , che la prima possiede due assi 
reali , uno soltanto ne ha la seconda. Or questi assi vogliamo 
esprimere in funzioni immediate dei coefficienti dell’equazione (1). 

È noto (n° 53) che questa equazione , quando riponiamo 1’ o- 
rigine nel centro , assume la forma : 

A** + A'j/* + 2Bxi/ = K, 

in cui il valore di R sarà dato dalle equazioni (7) e (9). 

Congiungendo questa equazione all’ altra , y = vix, la quale 
esprime una retta menata per 1’ origine ( il centro ), avremo ri- 
spetto alle coordinate dei punti d’ intersezione le espressioni : 


»n ! K. 


A + A in 2 -f- 2Bm ’ 
e per loro distanza dal centro : 


A+A';n* + 2Bffj 


B* =*• + !/•= 


*(;«*+ 1 ) 


A + A'ffJ* + 2B/n 


(«> 


Or egli è chiaro che R si confonderà con un semiasse, quan- 
do avremo fatto coincidere la retta y = mx con un diametro 
principale , e che in conseguenza la quantità m , da cui dipen- 
de la direzione di R , sia determinata in modo da render soddi- 
sfatte le equazioni (17) : 

A'm -(- B = ms , A -f Bm — s. 

Ma moltiplicando la 1* di queste due equazioni per m , indi ag- 
gendovi la seconda , si ottiene : 

A + A'm* -j- 2Bm = s (m* -f* 1) ; 

donde mercè 1’ equazione (a) risulta : 
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La quale ci darà i valori dei due semiassi , quando vi avremo so- 
stituito i due valori della quantità sussidiaria s : 

s = I(A + A 1 ) ±^/(A-Ar + 41T, 

risultanti dalle equazioni (17) mercè 1’ eliminazione di m ; e ce 
li darà in forma reale od immaginaria, secondochè il quoziente 
K : s sarà positivo o negativo. E da ciò segue immediatamente 
che rispetto all’ellisse , i due valori di s debbono esser presi 
con segni identici, e quanto all’ iperbole con segni opposti; 
e poiché in fine il valore di s, corrispondente al segno superio- 
re , è necessariamente positivo , cosi per 1’ ellisse dovrà esser : 

^(A — A') m +4B T < A + A', cioè B* — AA' < 0 

ossia negativo, e per l’iperbole sarà B* — A A' > 0, ossia po- 
sitivo. 

Del resto l’ellisse diviene immaginaria, quando K è negativa, 
poiché saranno allora immaginarii i duo valori di R : essa dege- 
nera in un cerchio, quando i due valori di s sono eguali, ed in 
conseguenza A = A' e B = 0, finalmente in un punto, se R=0. 
II cerchio ed il punto sono dunque varietà dell’ellisse. 

Quando B* — AA' > 0 , sia K positiva o negativa , il luogo 
dell’ equazione (1) sarà un’ iperbole , la quale, quando sia K. = 0 
si trasformerà in un sistema di due rette che s’ intersecano. 

Noi chiameremo B* — AA' binomio caratteristico di una 
equazione del 2° grado. 

4*. Le equazioni dell’ ellisse ed iperbole assumono una forma 
rimarchevole, quando vi si prenda un vertice per origine, ed il 
diametro che vi è condotto per asse delle ascisse, quale appun- 
to è il caso dell’ equazione della parabola , y* = px. 

Essendo 

a'y' + f>V= aV 

1’ equazione al centro dell’ ellisse , segue che volendo assumere 
per origine il vertice a sinistra A ( fig . 22) dovremo sostituire 
x — a ed x ; ed avremo per equazione al vertice: 
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Rispetto poi all’ iperbole trasporteremo F origine nel vertice a 
destra A (fig 23) : e perciò sostituiremo x -f- a ad y nell’equa- 
zione al centro : 

*c ■ 1 ci y ■ ■ - & u ^ 


ed avremo per equazione al vertice dell’ iperbole : 

lf— + (30) 


2^ a 

Se poniamo = p, le due equazioni prenderanno la forma 


y'= px-i- ~x' , (31) 

nella quale il segno superiore corrisponderà all’ ellisse, l’inferio- 
re all’ iperbole. 

Se in questa equazione, lasciando inalterata p, si rende a in- 
finitamente grande (quindi anche b a cagione di & = y 

essa si trasformerà in y* = px , vale a dire nell’equazione della 
parabola; donde segue che la parabola può esser considerata 
come un ellisse oiperbole, ileuiasse maggiore per l’un a, 
reale per l'altra, sia div enuto infinitamente grande. 

b* j) 

Ponendovi ancora hF —r = FF -r— = q , si vede come le tre 
a 2 a 1 

curve possono esser rappresentate dalla sola e medesima equazione 
y* = -f- qx * , 

la quale apparterrà ad una parabola , ellisse o iperbole , sccon- 
dochò q sarà nullo , negativo o positivo. 

24* 

La quantità p = — — , per analogia alla parabola , porta nel- 

V ellisse ed iperbole il nome di parametro, il quale è costi- 
tuito dalla terza proporzionale geometrica in ordine a 2a e 2h ; 
imperocché si ha : 

26* __ 46* 26,26 

P a 2u 2 a 
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Finalmente dall’equazione (31) dell’ellisse ed iperbole deriva 
ancora che queste due curve in vicinanza del loro vertice tanto 
più si confonderanno in una parabola di egual parametro , per 
quanto a sarà più grande ; vale a dire che esse tanto più si dis- 
tenderanno insieme, come limitandosi ai piccoli valori di x il ter- 
mine sarà tanto più trascurabile rispetto a px per quanto 

2 a 

a sarà più grande. 


*2. È noto che una curva del 2° ordine non può esser ta- 
gliata da una linea retta in più di due punti. Dal che segue che 
una curva di questa specie potrà immaginarsi prodotta mercè l’in- 
tersezione di una retta mobile con un cerchio , il cui diametro 
sia continuamente variabile. Cerchiamo di esprimere ciò analiti- 
camente , appoggiandoci a questo modo di generazione delle cur- 
ve del 2” ordine. 

A tale obbietto immaginiamo già costruita la curva (1) , e da 
qualsivoglia punto a, fi, come centro, descritto un cerchio di dia- 
metro lt , . / . 

(y — £) -4- (s — a)* = R . (m) 


Questo in generale taglierà la curva in quattro punti , di cui con- 
sideriamo soltanto due , pei quali conduciamo la segante . 

y = ax + c. ( n ) 

Egli è chiaro che ad ogni cerchio da descriversi con un deter- 
minato diametro corrisponderà una determinata posizione e- 
la retta mobile : quindi è che a e c dovranno essere funzioni 
del diametro R. 

Essendo arbitrarie le coordinate a , fi del centro del cere io , 
noi stabiliremo la posizione di questo punto (e che ciò sia possi 
bile si vedrà chiaramente dalle cose seguenti) in modo ce a 
retta mobile resti sempre parallela a se stessa ; con ciò a un 
lato il punto a , fi otterrà una posizione interamente definita ri- 
spetto alla curva , dall’ altra nell’ equazione della retta (n) la so- 
la c sarà variabile e dipendente da R. Ponendo dunque c 4- , 
F equazione della retta diverrà : y = ax + R ! e se da fi uesta 
equazione e da quella (m) del cerc hio elimineremo R, avre mo tra x 

ed y l’ equazione : y — ax — ^y^{y — fi) % ( x a ) » °' ver0 * 
® (y — ax) — [/(y — fi Y + — *) 5 ^ 
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la quale chiaramente appartiene a tutti i punti d’ intersezione dèl- 
ia retta mobile col cerchio descritto da a , J3. 

A determinare la forma della funzione <p serve la condizione 
che il luogo geometrico di questi punti d’ intersezione dev’essere 
una linea di 2° ordine, e che in conseguenza l’ equazione (p) de- 
v’ esser algebrica e di 2' grado ; donde poi segue che y può es- 
sere soltanto una funzione algebrica lineare di y — ax, e quindi 
dovrà avere la forma ; 


<p(y — ax) = m(y — ax) + n, 

in cui m ed n rappresentano due costanti arbitrarie. Introducen- 
do invece due altre costanti b e k , le quali siano unite con m 
ed n mercè le equazioni : 


k 

un — — - =■ 


n = — mb, 


1’ equazione (p) si trasformerà in : 


V — ox — b 
Vi + a* 




(33) 


Essendo questa un’ equazione di 2° grado con cinque costanti 
arbitrarie , sarà la più generale dello stesso grado tra due varia- 
bili ; imperocché l’ equazione (1) ancora non contiene che cin- 
que costanti arbitrarie, come si vedrà immediatamente dividendo 
tutta 1 equazione per uno qualunque dei coefficienti , per F , a 
modo di esempio. 

Da ciò risulta per un Iato che tutte le linee di 2° ordine pos- 
sono realmente esser generate nel modo supposto , per un altro 
poi ne deriva una rimarchevole proprietà di esse linee. Ed in ve- 
ro , ponendo : 


" Vrr ! > ~ ==d ' v ' { u— W + (* — *)’ ==r » 

vi +■ ar 

segue da (33) : 

kd — r , cioè r : d — k 1 1 : 

Ma r è la distanza di un punto x , y della curva dal punto 
fisso a, fi ; ef la distanza perpendicolare dello stesso punto x, y 
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della curva da una retta fissa, la cui equazione è y = ax -^b; 
dalla precedente proporzione segue dunque il teorema : 

Le linee del second’ ordine hanno la proprietà, che 
le distanze di ogni loro punto da un punto fisso e da 
una retta fissa sono nella ragione costante di k l 1. 

La linea fissa si nomina direttrice, il punto fisso fuoco del- 
la curva ; e raggio vettore la retta menata dal fuoco a qual- 
sivoglia punto della curva. 

Svolgendo l’equazione (33) e portandola alla forma dell’ equa- 
zione (1) , si troverà pel binomio caratteristico 1’ espressione : 

B a — AA' = 4(A* — l)(a“ 4- 1)* , 

il cui segno dipenderà da quello del fattore k * — 1. Quindi è che 
l’equazione (33) apparterrà ad un’ellisse, iperbole o 
parabola , secondochè sarà k < 1 , > 1 , ovvero = 1. 

L’equazione (38) comporta una semplicissima costruzione. Es- 
sendo dati gli assi coordinati OX, OY (fig. 21) , si costruiscano 
primieramente la direttrice UU' (y = ax - f* b ) ed il fuoco F(a,/3). 
Per questo punto si meni DV perpendicolare ad UU'; e la distan- 
za DE del fuoco dalla direttrice, divisa nel punto A in modo, che 
sia AE AD = k l 1 , sarà A un punto della curva. Per averne 
altri punti ancora , si conduca per un punto qualunque a della 
DV la za' perpendicolare a DV , si cerchi la quarta proporziona- 
le r in ordine ad 1 , k e Da = d , ed i punti M ed AI', in cui 
il cerchio descritto con r come diametro taglierà la sa', apparter- 
ranno alla curva. 

Del resto dalla simmetria dell’ ellisse ed iperbole rispetto al lo- 
ro centro segue che queste curve hanno due direttrici e due fuo- 
chi , i quali stanno simmetricamente ai due lati del centro. 

45. L’ equazione (33) diverrà più semplice , quando si prenda 
una direttrice UU' per asse delle ordinate , e per asse delle ascis- 
se la perpendicolare DV menata pel fuoco ; con ciò si avrà chia- 
ramente h = y3 — 0, a = cQ. Così facendo 1’ equazione (33), do- 
po averla elevata a quadrato , si troverà trasformata nella seguente: 

= + (*_«)*, (34) 

in cui a rappresenta la distanza del fuoco dalla direttrice. 

Si potrà profittare di quest’ equazione per ottenere degli schia- 


Digitized by Google 



- — 65 — 

rimonti sul luogo delle direttrici e dei fuochi. Ed in vero, man* 
cando in (34) il termine in y a V potenza , l’ asse delle x si 
confonderà con un diametro principale: le direttrici dunque 
stanno perpendicolarmente ad un diamtro principale 
della curva, sul quale giacciono ancora i fuochi. Que* 
sto diametro principale è nella paràbola evidentemente il suo 
asse ; nell’ iperbole poi sarà l’asse primario, giacché questo è 
tagliato dalla curva in due punti , i vertici , pei quali dall’e- 
quazione (34), ponendovi i/ = 0, si hanno le ascisse reali: 



In fine -, essendo rispetto all’ ellisse la lunghezza di un semiasse 
— (x a — x) => • ak , e l’ascissa del centro ~ (x, + x 2 ) *= 

2 v 1 Ai « 


r ; questo valore sostituito ad a: in (34), ci darà per valore 

1 /r 

, , . «k ak 

dell' altro semiasse Ma questo e minore di , pol- 
izia 7 1 — 

che si ha 1 — k 2 < 1 ; i fuochi stanno dunque sull’ asse maggio- 
re dell’ ellisse. 

Ponendo ar = 0 in (34) si ha y = V — a per pruovare che 
le direttrici non sono intersecate dalla curva; quindi rispetto al- 
. 1’ ellisse esse stanno fuori della curva ; e quanto all’ iperbole es- 
se si trovano tra i due vertici , e propriamente ciascuna diret- 
trice col fuoco corrispondente è da ciascun lato del centro. 

44. Trasportando 1’ origine in un vertice A, ed all’uopo ponen- 


do in (34) x -{- ar, = x -f- r in vece di x , si avrà qual e- 

1 “J" fi 

quazione al vertice per le curve del 2° ordine : 


y' = 2akx + {k 2 ^ 1)*\ (35) 


la quale ha la stessa Forma delle equazioni (29) a (32) del n° 41, 
e si rapporta, come abbiamo veduto nel n° precedente , al me- 
desimo sistema di assi coordinati. Queste equazioni sono dunque 
immediatamente comparabili tra loro , e si ha : 



1 — k 2 



in cui p rappresenta il parametro, ed il segno superiore (sempre 
IIekb Geom. Anal. 5 
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come per lo innanzi) si riferisce all’ ellisse, e l’ inferiore all’ iper- 
bole. Quindi si trova : 


per l’ellisse, ponendo per brevità I/o* — b* —e: 




ai 

1 — i À 


a/c 

l/i — r’ 


per l’iperbole, ponendo per brevità 1 /a* -f- b* => e: 


a 





1) Tanto per l’ ellisse che per l’ iperbole (fig. 22 e 23) si ha 
AF 4- & . AD = A (a — AF) , quindi AF => — — Ponendo que- 

sto valore di x in (35), ne viene y = ak — -^-;dunquelagran- 

4 


dezza p 


26 ® 

a 


introdotta nelle due curve sotto il nome di 


parametro, pareggia la doppia ordinata EE' condotta 
pel fuoco. 

2) Si ha inoltre CF — AC^p AF = a + AF ; ma AF=-^-=a 

6* a® — e® 

- 4 - (a — e); dunque CF — e. In conse- 


o + e 


a- f-e 


guenza la grandezza e = V' a* - 4 - b* , precedentemente introdotta, 


rappresenta la distanza del fuoco dal centro, e nomasi ec- 
centricità. Questa, come è chiaro, sarà nell’ellisse sempre mi- 
nore e nell’ iperbole sempre maggiore di a, la quale è rispettiva- 
mente semiasse maggiore o semiasse primario. In conseguenza della 
relazione e 2 =a” b* i due semiassi insieme all’eccentricità for- 
mano un triangolo rettangolo, dimodoché ciascuna di queste tre 
quantità può facilmente costruirsi quando le altre due son date. 

3) Essendo CD = CF zfc DF = e zt « =» e zfc =a ~ ~ , sara 

nelle due curve la distanza della direttrice dal centro 3® propor- 
zionale geometrica in ordine ad e ed a. 

4) Sia M un punto qualunque dell’ ellisse od iperbole , CP=x 
la sua ascissa a contare dal centro C, FM = r ed F'M = r' i suoi 
raggi vettori , sarà FM = A.PD , FM = A.PD'; vale a dire: 
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r — k(x± CD) , r' = A (CD :+r x). 

c e* 

Ponendo per k e CD i valori — ed — , si avrà: 
r a e 

f» £ 

per l’ ellisse : r =* a + — ® > r' = a —x; (36) 

per l’ iperbole : r = ——x — a , r' = x -f- a ; (37) 

e per mezzo di queste equazioni i raggi vettori di un punto della 
curva sono espressi in funzione razionale della corrispondente a- 
scissa , contata dal centro. 

5) Addizionando le equazioni (36) si ha r -f- r 1 — 2a , vale a 
dire che la somma dei raggi vettori per ciascun punto 
deH’ellisse è costante ed eguale all’asse maggiore. 

Mercè questa proprietà è dunque l’ellisse il luogo geome- 
trico dei vertici di tutti i triangoli che costruiti so- 
pra una data base 2 c , hanno la somma degli altri due 
lati eguale ad una grandezza costante 2a. 

6) Sottraendo le equazioni (37) , si otterrà r 1 — r = 2 a, va- 
le a dire che la differenza dei raggi ve ttori di qualsivo- 
glia punto dell’iperbole è costante ed eguale all’asse 
primario. 

In conseguenza di questa proprietà fondamentale l’iperbole 
è il luogo geometrico dei vertici di tutti i triangoli 
che sopra una data base = 2c sono costruiti in modo che 
la differenza degli altri due lati sia eguale ad una quan- 
tità costan te = 2 a. 

E cosa assai facile dedurre da queste principali proprietà le 
equazioni delle due curve. 

g 

7) La quantilà k — — non è altra cosa , come è chiaro, che 

il rapporto dell’eccentricità al semiasse maggiore o semiasse 
primario , e diviene espressione della stessa eccentricità , quando 
si ponga a = l; essa può costituire 1’ eccentricità numerica in 
opposizione ad e che ne rappresenta il valore lineare. Sosti- 
tuendo il valore di ò* = ± (a® — e*) = ± a* (1 — A’) nelle e- 
quazioni al centro (24) e (26) dell’ ellisse ed iperbole , nella pri- 
ma col segno superiore , nell’ ultima coll’ inferiore , si avrà : 

i/ = (l-A’)(a®-z’) (38) * 

* 
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come equazione al centro dell’ ellisse o iperbole , secondochè si 
porrà & < lo pure >1. , 

8) Rispetto alla parabola si ha da (35) , a cagione di k= 1, 
P equazione y * = 2ax , la quale comparata coll’ equazione (32) , 
in cui è da porsi q = 0 , somministra la relazione p — 2a. Il 
parametro p della parabola è dunque eguale al doppio del- 
la distanza del fuoco dalla direttrice , ovvero a quattro 
volte la distanza del fuoco dal vertice , imperocché essendo k= 1 , 

è AF = AD=i-«=-Lp. (/*tfir- 24> 

Ponendo x = AF = -j- a in y' a = 2xx, ne avviene : 

A i 

donde segue che anche nella parabola il parametro è eguale 
alla doppia ordinata EE' eretta nel fuoco. 

In fine pel raggio vettore FM = r di un punto qualunque M 
della parabola si ha : FM = PD = AD + AP , ossia : 

r= T P + x - ( 39 ) 

La parabola è il luogo geometrico di tutti i punti che 
sono egualmente lontani da una retta fissa, la diret- 
trice , e da un punto fisso , il fuoco ; dalla quale proprie- 
tà può dedursi facilmente P equazione della cur va : 


CAPO QUINTO. 

DI ALCUNE PIU' RILEVANTI PROPRIETÀ' DELLE LINEE 
DEL SECONDO ORDINE. 

I. L’ ellisse. * 

*3. A svolgere le proprietà di questa curva ci serviremo del- 
la sua equazione al centro : 

«Y + 6V = aV , (1) 

in cui a e b dinotano i semiassi maggiore e minore, e le ascis- 
se sono contate sul primo. 
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S' indichi con c l’eccentricità lineare, ossia la distanza del fuoco 
dal centro, CF = CF' (fig. 22) , con e il rapporto di essa all’as- 
se maggiore , ossia 1’ eccentricità numerica ; è noto che sarà: 

e* = o* — 6’ , — = Vn *--- , 6* = a* — e” = a*(l — e*), 

e pei raggi vettori FM = r, F'M = r' di un punto qualunque M 
dell'ellisse, corrispondente all'ascissa x, si avranno le espressioni: 

e , . e 

r — a x , r = a-\ -x , 

a 1 ' a 

la cui somma è uguale all’ asse maggiore 2a. E su questa pro- 
prietà è fondato il noto metodo di descrivere l’ellisse per punti. 
Dando all’equazione (1) la forma: cfy* = b*(a* — x"), ovvero: 

y* 

(« — X)(a + a:) a * ’ 

ed osservando che a — x — A'P ed a + x = AP sono i segmen- 
ti , in cui l’ asse maggiore è diviso dall’ordinata y, si vede come 
essa esprima il teorema: il quadrato dell’ordinata dì un 
punto dell’ellisse èal rettangolo delle distanze del pie- 
de di essa dai punti estremi dell’asse maggiore nella 
ragion costante di h* la*. 

Dei due cerchi , clic si possono descrivere sugli assi maggiore 
e minore dell’ ellisse come diametri, chiameremo il primo cer- 
chio circoscritto, ed inscritto il secondo. Or siano {fig. 25) 
y = Al P , y‘ = M'P le ordinate corrispondenti ad una medesima 
ascissa OP == x, l’una per ellisse e l’ altra pel cerchio circoscrit- 

fo 

to ; sarà y =>— Va*— x*, y = Va 1 - — quindi y : y'=b : a , 

vale a dire che: le ordinate corrispondenti ad una mede- 
sima ascissa dell’ disse e del cerchio circoscritto, sono 
nella costante ragione di b r ci. 

E nello stesso modo si troverà che le ascisse , corrispondenti 
ad una medesima ordinata dell’ellisse e del cerchio inscritto, sono 
nella ragione costante di a I b. 

Da ciò segue che si avranno punti dell’ ellisse , sia diminuen- 
do le ordinate del cerchio circoscritto nella ragione di a ’.b, sia 
accrescendo quelle del cerchio inscritto nella ragione di b a; ed 
a questa considerazione si appoggia il seguente modo di coslrui- 
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re l’ellisse. Ad un punto qualunque M' del cerchio circoscritto si 
conduca il raggio OM' , il quale taglierà il cerchio iscritto in un 
punto N: per questo punto si conduca una parallela all’asse mag- 
giore , la quale taglierà F ordinata del punto M' in un punto M 
che apparterà all’ ellisse. 

*«. Problema. Una linea retta DE ( fig. 2a ) di data lun- 
ghezza si muove in modo da scorrere coi punti estremi su i Iati 
di un angolo retto XOY; si cerca l’equazione della curva descrit- 
ta da un dato punto M della retta. 

Si prendano ad assi delle x ed y i lati dell’ angolo retto , si 
pongano le distanze costanti DM — a , EM = b , indi OP = x , 
MP = y : avremo in ogni posizione' della retta DE : 

MP S : ME* = GD .* LÌM* ; 

ossia 

y' : v = (a* — »•) : a* ; 

quindi 

ay' + bV = a*b\ 

11 punto M descriverà dunque un’ ellisse, i cui semiassi saranno 
a e b. Ed è chiaro che ogni altro punto situato sul prolungamen- 
to di DE descriverà ancora un’ ellisse. 

Quindi deriva il seguente metodo di costruire 1’ ellisse per 
punti. Da un punto D , preso a piacere su uno degli assi, p. e. 
BB', e col raggio DE = a -f- b descrivasi un cerchio, il quale in- 
tersecherà l’altro asse in due punti E, E'; si conducano DE, DE', 
e si prenda DM = DM, — a ; M ed M, saranno punti dell’ ellisse. 

Ne segue ancora il mezzo di descrivere F ellisse con movimento 
continuo. Facendo scorrere gli estremi D ed E di una riga DE 
su i Iati di un angolo retto, un qualunque punto della DE, al quale 
siasi fermata una punta scrivente segnerà un’ ellisse (ellissografo). 

Delle tangenti all’ellisse. 

47. Congiungiamo F equazione di una retta : 

y = mx n (1) 

con quella dell’ ellisse : a* y* + b z x* = a a b“ ; ne avremo mercè 
F eliminazione di y V equazione : 

(a iri 1 -f b 2 )x’ 1 — 2 a 2 mnx + a(n > — b*) = 0, 
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donde otterremo per le ascisse dei punti d’ intersezione i valori; 


— a(amn + bV « a M 2 + ò® — rì‘) 

L’ ellisse dunque sarà incontrala dalla retta in due punti , o in 
nessuno, secondochè sarà ò 1 * — n“>0 o <0. E la segan- 

te , quando i due punti d’ intersezione si confonderanno in un 
solo, diverrà una tangente; per la qual cosa richiedesi che il ra- 
dicale sparisca nella precedente espressione di x. 

In conseguenza sarà : 

a*m a -}- ò® — ti® = 0 (2) 

l’ equazione di condizione pel contatto della retta (1) coll’ ellis- 
se. Ed avendo a ciò riguardo , avremo come coordinate del pun- 
to di contatto : 


a'mn b'n 

a*tn* + b* ' * a'm* -f b* 


Or se con queste equazioni determiniamo i valori di m ed n , 
otterremo : 



71 ! 


6* 


e saranno questi i valori che dovranno avere le costanti m ed n, 
affinchè la retta (1) tocchi l’ellisse in un punto £ , y. I quali 
valori sostituiti in (1) ci daranno : 


V — ' 


b'$ . 6 * 

; ® “f - 1 > 

a‘v, 1 n 


è®! *® 

ovvero, sottraendo da questa equazione l’altra: y =» — — § -j — — 
la quale esprime che § , jj è un punto della tangente , 


» 


y — ,j — §), (3) 

che sarà l’equazione della tangente all’ ellisse nel punto §,if. 
Si compari questa equazione (dopo averne cacciato il denomina- 
tore a®-»;) coll'equazione aV 4* h’®* — a 2 b % , e si avrà: 

n\y -f b%v = rt*6* , (4) 
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eh’ è una forma più simmetrica dell’ equazione della tangente, e 
che differisce da quella dell’ ellisse per la sostituzione dei rettan- 
goli v t y e §x ai quadrati j/ a ed a*. L’angolo r che la tangente 
al punto § , forma coll’ asse delle ascisse sarà dato dall’ equa- 
zione : 



( 5 ) 


La perpendicolare menata alla tangente pel punto M di con- 
tatto , dicesi normale della curva nel punto M. Ed avendo ri- 
guardo all’equazione (8), l’equazione della normale dell’ el- 
lisse nel punto 4 , y sarà : 

y — *)■ ( 6 ) 

*8. Siano (fig. 26) MT ed MN la tangèntu e normale al pun- 
to M (4 , yj) ; le parti PT e PN dell’ asse delle ascisse , compre- 
se tra il piede dell’ ordinata del punto di contatto ed i punti in 
cui l’asse è incontrato dalla tangente e normale, si dicono sot- 
tptangente e sottonorroale. Le parti MT ed MN della tan^ 
gente e normale , tra il punto di contatto ed i punti in cui que- 
ste rette incontrano l’asse delle x, sogliono ricevere in istretto 
senso i nomi di tangente o normale. 

Per ottenere le espressioni delle lunghezze dì queste quattro- 
linee , poniamo y — 0 nelle equazioni (3) e (6) della tangente 
e normale ( n° .47 ) - T con ciò x rappresenterà rispettivamente le 
ascisse dei punti T ed N , ed essendo 4 = OP , avremo : 

X — | = PT == Sottotangente 

x — 4 = PN == Sottonormalc 

nelle quali due espressioni i segni opposti dipendono dall’ esser 
le due linee sempre situate negli opposti lati della normale, da 
cui cominciano a contarsi. Mercè queste espressioni si avrà poi 
dai triangoli rettangoli MPT ed MPN : 

MT = Tangente = b l 4*-f «Y =* -J-j-kV — «*§■ > 

MN = Normale = l/6'4*+«V — ~ — s' 4 \ 

«* ' « 


a 2 -/* a 2 — 4* 

1 ’ 
b'$ 


Digitized by Google 



— 73 — 

Osservando che l’ espressione della sottotangente è indipenden- 
te da b ed y, e che in conseguenza per una stessa § avrà lo 
stesso valore in tutte le ellissi descritte sul medesimo asse mag- 
giore , si ottiene un modo semplice di costruire la tangente. Sul- 
]’ asse maggiore come diametro si descriva un cerchio ; si prolun- 
ghi l’ ordinata del punto di contatto M fino ad incontrare la cir- 
conferenza in M' ; per questo punto si meni una tangente al 
cerchio ; e congiunto il punto T, in cui essa taglia 1’ asse delle 
ascisse , col punto M dato sull’ ellisse , sarà TM la tangente ri- 
chiesta. 

Mentre la sottotangente , come facilmente si rileva dalla sua 
espressione , può ricevere tutti i valori da 0 a ± co , non av- 
viene altrettanto della sottonormale ; la quale diviene nulla per 
4 = 0, poiché in questo caso la normale confondendosi coll’ as- 
se minore, i punti P ed N coincideranno col centro ; col cresce- 
re di 4 l a sunnormale si aumenta ancora, e ponendo 4 — « essa 

b 2 p , 

perviene al suo valore massimo — • = — = al sennparametro , 

come limite che non può superare. 

49. Or supponiamo dato fuori dell’ ellisse il punto K(x' , y 1 ) , 

( fig . 27) ; e da questo si voglia condurre una tangente all’ el- 
lisse. — Indicando con 4 , tj le coordinate tuttavia incognite del 
punto di contatto , sarà : 

ri'vy 4 - ò“ 4 x = a*b* 

l’ equazione della tangente ; e così per la determinazione di 4 
ed avremo le due equazioni : 

a y + b X =a°b\ . . . 1) , aV 4- h V = • • -2) , 

la prima delle quali esprimo che il punto 4 > ’J giace sull’ ellis- 
se , c la seconda che x' , y' dev’ essere un punto della tangen- 
te. Donde per mezzo di successiva eliminazione otterremo : 

a*{b*af ± y' l/N ) b’(a*y' + x' J/N ) 

^ «VM- 6V* 5 y ‘ ~~ a*y'* + ’ 

in cui per ragione di brevità si è fatta N = a*i/’ a 4“ h*®" — a*ò% 
ed i segni superiori ed inferiori si corrispondono insieme. Sup- 
ponendo N positiva, vale a dire che il punto x', y' sia dato fuo- 
ri dell’ ellisse , vi si potranno, a cagione del doppio segno, me- 
nare due tangenti alia curva: e quanto all’ angolo r eh’ esse fa- 
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ranno coll’ asse dell’ ascisse avremo : 



Nell’ ipotesi di N = 0 i precedenti valori di § ed ^ si riducono 
a 4 = x ' , 5j =3 y 1 , come dev’ essere , imperocché stando in que- 
sto caso il punto x' , y sull’ellisse, esso stesso sarà di punto 
contatto. 

Per costruire la tangente nel modo più semplice servono i 
luoghi geometrici dell’equazioni (1) e (2), essendoché i loro punti 
d’ intersezione sono precisamente i punti di contatto. 

Ora il luogo geometrico dell’ equazione (1) è 1’ ellisse stessa , 
eh’ è data ; e quello dell’ equazione (2) è una linea retta , i cui 
punti d’ intersezione D ed E coi due assi si costruiscono facil- 
mente , imperocché dall’ equazione (2) si ha che : 

per y = 0 ; 4 — OD = -^ T ~ , per 4 = 0 : jj =» \ 

* 

conducendo pei punti D ed E una retta, questa taglierà P ellisse 
nei punti G e G' che saranno i richiesti punti di contatto. 

La retta GG', che passa pei due punti di contatto, G e G', di- 
cesi corda dei contatti. E poiché il valore di OD è indipen- 
dente dall’ ordinata RK = y' del punto K , ha luogo il teorema : 

Se da punti qualunque K , K' , ecc. di una retta NN' 
perpendicolare all’asse maggiore, si conducono delle 
tangenti alPellisse, tutte le corde dei contatti si taglie- 
ranne in un medesimo punto D dell’asse maggiore. 

Il punto D e la retta NN', egualmente che pel cerchio, sono 
rispettivamente polo e polare. 

Dall’ espressione di OE seguirà egualmente che il punto E è 
polo rispetto alla retta QQ', dal punto R condotta perpendicolar- 
mente all’ asse minore. Come questi teoremi possono invertirsi , 
è per se stesso evidente ; e più tardi ( n* 3» ) noi perverremo 
a generalizzarli. 

30. Conducendo il raggio OM (fig. 26) al punto di contatto 
M (4, ’-j), e chiamando + 1’ angolo che farà coll’ asse delle x, sa- 
rà t ; e questa equazione comparata, all’ equazione (5), 
del u° *7 ci da : 
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tgi'-tgr = ì_ ; 

a* 

donde segue che il prodotto tg^.tgr è quantità costante. Sia 
/. OMT 1 angolo sotto cui il raggio menato al punto di con- 
tatto incontra la tangente , sarà a cagione di >. = , — ^ ; 

tgX = - ,9r ~ ,a * = _ a ' h ' = _ a‘(t ~ «*) 

» 

E chiaro che sarà tgX = oo , ossia X = 90’ soltanto nel ca- 
so che sia nulla § o sj ; i punti estremi degli assi son dunque 
i soli, in cui la tangente sia perpendicolare al raggio corrispon- 
dente. 

31 . Siano ad un punto M dell’ ellisse (fig. 28) condotte la 
tangente, la normale ed i due raggi vettori. Si avrà l’ascissa ON 
del punto d’intersezione N della normale coll’asse delle x, po- 
nendo nell’equazione della normale [(6) , n° *7] y == 0 ; donde : 

• a? = 0N = -l§. 

a 

Or in quest’espressione lasciando crescere a; da 0 fino ad a, 
i/ = 0N aumenterà ancora da 0 fino a e perciò la nor- 

male incontrerà l’asse maggiore sempre tra i due fuochi. Ma è: 

FN_OP_ON=e-|-| = i(a_i | ) 

™=OF + 0N= e + £ ^ =■!(„ + ) 

quindi : 

FN : PN = r .* r' = FM : F'M ; 

e considerando questa proporzione nel triangolo FMF', si ha per 
un noto teorema della geometria elementare che l’angolo for- 
mato dai due raggi vettori menati ad un punto qualun- 
que dell’ ellisse , è diviso per metà dalla normale con- 
dotta per l’istesso punto. 

Quindi si hanno ancora i seguenti teoremi : 

1) La tangente forma angoli eguali coi raggi vetto- 
ir menati al punto di contatto. 
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2) La tangente divide per mezzo l’angolo FME , for- 
mato da u no dei raggi vettori , p. e. FM , e dal prolun- 
gamento dell’altro. 

3) Prolungando un raggio vettore , p. e. FTM , e facendo il 
prolungamenlo ME = FM = all’ altro raggio vettore, si ha un 
triangolo isoscele, la cui base EF sarà divisa dalla tan- 
gente in parti eguali e ad angoli retti. 

4) Congiungasi il punto K col centro 0; sarà K0 parallela ad 
F'E , poiché essa divide per metà EF ed FF' nei punti K ed 0; 
quindi KO: EF' = OF : FF , e poiché si ha F'E = F M -f ME = 
2 a , sarà KO = a : similmente si dimostra esser R'O = a , se la 
F'R' sia menala perpendicolarmente alla tangente. Donde segue 
che la distanza del centro dal piede della perpendico- 
lare abbassata dal fuoco sopra una tangente, è costan- 
te ed eguale al semiasse maggiore ; o in altri termini: il 
cerchio circoscritto è il luogo geometrico del piede 
della perpendicolare abbassata dal fuoco sulla tan- 
gente. 

5) Pongasi l’ angolo FTK =V, sarà FK = FT. sen r', ed F'R'== 
F'T sen-r' = (2e 4- FT) senr'. Or ponendo y — 0 nell’ equazio- 

a 2 a 2 

ne della tangente , ne risulta 0T = — , quindi FT — e 

cdFT= — — (-e; e poiché tyr = tg{ 180° — t)= — l</r, sarà : 


SCI) T = 


'9* 


perciò 


FK: 


1/2 + ^‘r' 
t> 2 (« 2 — <-£) 


6 2 Ì 


quindi 

FK.F K' . 


b*{a* -c 2 § 2 ) 
+ b l 4 2 


F'R' = — - 


i 2 (« 2 + >>É) 


|/«V + b-%* 

b l [rc* — (a 2 — b 1 ) £'] 
ù 2 [a 3 — (a 2 — 0 ) ii j 


b 


vale a dire che il prodotto delle perpendicolari abbas- 
sate dai due fuochi sopra una tangente , è costante ed 
eguale al quadrato del semiasse minore. 

Dal teorema (3) dema un comodo processo per costruire una 
tangente. 

«) Se il punto M di contatto è dato. Si prolunghi uno 
dei raggi vettori, c sia F'M , della quantità ME = MF; e dai 
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punti E ed F descrivendo due archi di cerchio , che s’ interse- 
chino in un punto L , questo apparterrà alla tangente. 

6) Menare una tangente da un punto L dato fuori 
dell’ ellisse. Immaginando già costruita la tangente, si vede 
nel tempo stesso che il punto M di contatto sarebbe conosciuto, 
se si potesse determinare il punto E , essendoché la EF' taglia 
F ellisse nel punto M. Ma il punto E è definito dalla note di- 
stanze EL = FL ed EF' = MF + MF' = 2 a. Quindi da uno dei 
fuochi, e sia F' (fig. 29) e col raggio =2a si descriva l’arco oo', 
e dal punto dato L e colla distanza , che lo separa dall’altro fuo- 
co , come raggio si descriva un secondo arco nri che taglierà l 
primo nei punti E , E' ; si congiungano questi punti con F' , e 
le congiungenti intersecheranno l’ellisse nei richiesti punti di con- 
tatto M ed M'. 

Dei diametri dell’ellisse. 


52 . Per le cose dette nel capo precedente è noto che nell’el- 
lisse , qual curva di 2° ordine , a) per ogni sistema di corde pa- 
rallele esiste un diametro che tutte le divide per metà ; b) che 
tutti i diametri sono linee rette che passano pel centro ; c) che 
reciprocamente ogni retta menata pel centro è un diametro , a 
cui corrisponde un sistema di cordo parallele da esso diametro 
divise per metà. 

Se l’ellisse è data col suo centro , è facilissima cosa costrui- 
re il diametro appartenente ad una data direzione di corde. Si 
dividerà in due parti eguali una delle corde date , e la congiun- 
gente il punto di divisione col centro sarà il diametro richiesto. 

Sia <p 1’ angolo che di una delle corde parallele forma coll’as- 
se delle x ; y = x tg y + n ne sarà l’equazione , la quale uni- 
ta a quella dell’ ellisse : -f- b*x* — a‘b ’ , e poi eliminatane 

la y , somministrerà l’ altra equazione : 


(a*tg'? -(- b*) x * + 2d i ntg?. x + a a (n* — b’) = 0 , 

le cui radici x t ed x à rappresenteranno le ascisse dei punti d’in- 
tersezione della corda coll’ ellisse. Quindi disegnando con a , fi 
le coordinate del punto medio della corda , si avrà : 


a 


*» + *« 
2 


(fntgy 


àtgf-\-n 
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L’ equazione del corrispondente diametro , come retta che passa 
per l’origine e pel punto a & , sarà y = ~ x , ovvero , sosti- 
tuendovi i precedenti valori di a e & : 


y 


=3 


b % 

u'typ 


x. 


(I) 


Sia 4/ T angolo che questo diametro forma coll’ asse delle x , 

sarà tq^ — ? -, donde: 

J a'iy* 

— ~ ( 2 ) 

Dunque: il prodotto delle tangenti degli angoli che un 
diametro ed il corrispondente sistema di corde forma- 

no coll’asse maggiore, è costante ed — • 

Dalla simmetria dell’equazione (2) rispetto agli angoli <p e 
risulta immediatamente che conducendo un secondo diametro che 
faccia F angolo y coll’ asse maggiore, il corrispondente sistema di 
corde vi farà l’angolo 4/. 

Questi due diametri hanno dunque la proprietà , che ciascuno 
di essi divide per metà le corde parallele all’altro. Due diametri 
tali diconsi diametri conjngati; ed è facile a comprendersi 
come questa proprietà possa utilizzarsi per costruire il conjugato 
di un dato diametro. 

L’ equazione (2) evidentemente esprime la condizione cui deb- 
bono soddisfare gli angoli d’ inclinazione p e vp di due diametri 
all’ asse maggiore, affinchè essi facciano un sistema conjugato. 

Poiché il prodotto tgp.tg^ è per l’equazione (2) sempre ne- 
gativo , ne segue che dei due angoli <p e 4 1 1 che due diametri 
conjugati fanno coll’ asse maggiore , 1’ uno sarà sempre acuto o 
l’ altro ottuso , e che in conseguenza ciascuno dei due diametri 
giace negli altri due quadranti ellittici. Ponendo che y sia l’ an- 
golo acuto , sarà \p — ? = u F angolo dei due diametri , inter- 
secato dall’ asse minore c si avrà : 


t _ — ^ tg ? + f>- coi ? > 

ed in conseguenza F angolo u sarà sempre ottuso , e sempre a- 
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cuto l’altro intersecato dall’asse maggiore. Quest’ultimo è ordi- 
nariamente denominato angolo di conjugazione. 

Se i due diametri debbono essere ad angolo retto, ossia u=90°, 
dovrà esser tgu — co ; il quale valore in forza della precedente 
espressione di tgu non può aver luogo che nell’ ipotesi di p=0, 
o <p = 90° , essendoché nell’ ellisse a — b“ è diversa da zero. 
Quindi gli assi costituiscono il solo sistema di diametri conjugati 
rettangolari (diametri principali) dell’ ellisse. Pel cerchio poi, es- 
sendo a = b , si avrà u = 90° per ogni valore di ? , ed in con- 
seguenza nel cerchio ogni sistema di diametri conjugati è ret- 
tangolare. 

55 . Congiungendo i punti estremi di un diametro DD'tfig. 30) 
con qualsivoglia punto M dell’ellisse, le corde Mi) ed MD', che 
ne risultano , si dicono corde supplementari. Or si dinotino 
con x', y' le coordinate del punto M, con x’\ y' 1 quelle del pun- 
to D, saranno — x", — y' quelle di D', e le equazioni delle cor- 
de MD , MD' saranno : 





(x — x 1 ) ; y — y’ 


y' 4- y" 

x' -f- x“ 


(x — x'). 


E se <p e sono gli angoli che esse formano coll’asse maggiore 
riguardato come asse delle ascisse, risulterà da queste equazioni : 


tg?tg + 



Ma i punti D , D' ed M essendo sull’ ellisse , saranno soddisfatte 
le equazioni a’y'* -f- 6V* = «V , a'y"* -f- 6V ,m = a 7 b" , dalle 
quali mercè sottrazione si ottiene — j/" a )-j-6'‘ (x'“ — a;' a )=0, 
e con ciò 1’ equazione precedente si trasforma in : 

b » 

tg?.tg±=> — • (n) 


Laonde il prodotto tg<?*tgi> è costante, ed indipendente non 
solamente dalla posizione del punto M rispetto al diametro DD', 
ma dalla direzione ancora di quest’ ultimo. Quindi il teorema : 
1) Menando pei punti estremi di qualunque diametro 
due rette, rispettivamente parallele a due corde sup- 
plementari, esse s’incontreranno in un punto dell’ei- 
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lisse e formeranno una coppia di corde supplementari. 

Dalla conincidenza della precedente equazione (n) coll’equa-* 
zione (2) del n" precedente segue inoltre che : 

2) Due diametri, paralleli a due corde supplemen- 
tari , sono conjugati. 

Questo teorema somministra ancora un mezzo per costruire il 
coniugato di un dato diametro DD'. Per un punto estremo di un 
altro diametro qualunque AA' si conduca la corda A'N parallela 
a DD' ; si congiunga N con A , e si conduca il diametro EE' pa- 
rallelo ad AN , sarà EE' il conjugato di DD’. 

Cerchiamo ancora di determinare l’angolo ANA' (fig. SI) for- 
mato dalle due corde supplementari AN , A'N ; che supponiamo 
coudotte dai punti estremi dell’ asse maggiore» Siano x, y le coor- 
dinate del punto N ; si avrà : 

quindi , essendo ANA' *= NAX — NA'X , sarà : 


tjfANA' = 



2ab* 

(«* — b l ) y 


( 1 ) 


mercè la sostituzione del valore di x * tratto dall’ equazione del- 
la curva. E poiché rispetto all’ angolo di cui si tratta , y può ri- 
guardarsi positiva, sarà tg ANA' essenzialmente negativa, ed in 
conseguenza l’ angolo formato dalle due corde supplementari co- 
struite sull’ asse maggiore , sarà sempre ottuso» 11 suo massimo 
valore corrisponderà ad y — b , vale a dire quando le sue corde 
s’incontreranno in un estremo dell’asse minore ; e per questo 
massimo si avrà : 

lab 

a ‘ — b‘ ' 



Col decrescerò di y , i’ angolo ANA' diverrà sempre più piccolo* 
e per 1 / = 0 ha per limite l’ angolo retto. 

Similmente per l’ angolo BNB' formato dalle due corde supple- 
mentari costruite sull’asse minore, si troverà: 


tjfBNB' 


2 a r b 

(à i —b“)x * 


Questo angolo è dunque sempre acuto , e per a: 


a prende il 
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suo valore minimo , pel quale si ha : 


tg BAB' 


2 ab 

a*— b*’ 


Decrescendo x , l’ angolo BNB' diviene sempre più grande, e per- 
viene ad eguagliare un retto quando è x = 0. 

Riunendo i due precedenti teoremi in un solo si perviene al- 
la conseguenza, che l’angolo formato da due corde sup- 
plementari, o da due diametri coniugati, non può esser 
maggiore di ABA', nè minore BAB'. 

Del resto dalle equazioni (1) e (3) risulta chiaramente che su 
i due assi e quindi anche sopra ciascun diametro si possono co- 
struire due coppie di corde supplementari le quali racchiudano 
angoli eguali. Quindi vi saranno ancora due sistemi di diametri 
conjugati di eguali angoli di conjugazionc , eccetto però il siste- 
ma dei diametri principali conjugati , ossia degli assi. 

SI. Problema. I. Data un’ellisse, si vuol costruire 
un sistema di diametri conjugati che comprendano un 
dato angolo y. (fig. 32). 

Si conducano due corde parallele e pei loro punti medii il 
diametro kk la cui divisione in due parti eguali ci darà primie- 
ramente il centro 0. Sulla kk' si descriva il segmento circolare 
kBk' capace dell’angolo y: si congiunga il punto d’intersezione 
B, dell’ arco circolare coll’ ellisse, coi punti k e k\ e pel cen- 
tro 0 si conducano parallelamente a B k e Bk' le DD' ed EE' che 
saranno i due diametri richiesti. 

Ma il cerchio taglia 1’ ellisse in un secondo punto B', ed è no- 
to che kB k' = 180 ’ — y ; perciò conducendo kB' e kB ', e paral- 
lelamente ad esse i diametri FF' e GG', questi formeranno il se- 
condo sistema di diametri conjngati che si taglieranno ancora 
sotto 1’ angolo y. 

E con ciò rimane anche risoluto il problema di costruire per 
un dato sistema di diametri conjugati il secondo sistema di c- 
guale angolo di conjugazionc. 

Problema 2. Costruire gli assi di un’ellisse data. 

Questo problema non è che un caso speciale del precedente , 
per y = 90°. Egli è chiaro che il cerchio deve descriversi dal 

Herb Geom. Afut. ® 
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eentro dell’ ellisse sopra un diametro qualunque , e quindi pro- 
cedere come per lo innanzi. 

5*. Ad un punto qualunque M (x, y) dell’ ellisse (fig. 33) si 
conducano la tangente TI” ed il diametro MN, si avrà per l’an- 
golo d’ inclinazione r della tangente all’asse maggiore, preso per 

b*T 

asse delle x ; tgr = — ^-[eq. (5), n° *7], e se <p è l’angolo 

d’inclinazione del diametro all’asse delle x, sarà tgo = ; e 

moltiplicando le due equazioni , si avrà : 


fì % 

tg?.tgr = —- , 


donde , avendo riguardo all’ equazione (2) del n° 52 segue che 
la tangente ad un punto qualunque dell’ellisse è paral- 
lela al conjugato del diametro menato al punto di con- 
tatto. 

Ed essendo perciò parallele le tangenti menate pei punti estre- 
mi di un diametro, le quattro tangenti, condotte pei pun- 
ti estremi di due diametri conjugali MN e PQ, forme- 
ranno un parallelogrammo SSTI”. 

L’ellisse riferita ad un sistema di diametri conjugati. 

56. Finora abbiamo adoperato l’ equazione dell’ ellisse sotto la 
forma : 

' aV + i>V = aV, (1) 

la quale si appoggia ,'com’è noto , ad esser l’origine nel cen- 
tro della curva , per la qual cosa si ottiene l’ assenza dei termi- 
ni lineari , e ad esser le corde, parallele ad uno degli assi coor- 
dinati, divise por metà dall’ altro , donde viene la mancanza del 
termine in xy. Quindi è> che l’equazione della curva non. ren- 
derà alterata la forma precedente , se conservando l’ origine nel 
centro si scelga per assi coordinati un qualunque sistema di dia- 
metri conjugali. 

Or sia OX, OY (fig. 34) un sistema di diametri conjugali presi 
per assi coordinati, e siano a, a' gli angoli che i nuovi assi OX, 
OY formano coll’asse maggiore ; ad oggetto di ottenere una tras- 
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formata nella fofma (1) dovremo scrivere arcosdt + ycosa' in 
vece di x , ed a; sena + a/ sena’ in vece di y [ eq. (1), n° 7], 
e con ciò otterremo : 

(a’senV -f- b , cos , a')t/* + (a’sen*a -f ò’cos’aJjj* 

-f- 2 ( 0*860 asen a! -f- ò'cosa cosa')ary = ab*. 

Ma per la nota relazione [ eq. (2) , n" 32 ] tra gli angoli a 
ed a' : 

j ** 

tgcc.tga — — — , 
si ha il coefficiente di xy : 

o*sen a sen a' + b’eosacosa' «= a*cos àco9a'(tg a.tga' -j — - ) = 0 ; 


quindi l’equazione precedente si trasforma in: 

(a’senV + b’cosV)y* + (a* sen*a + b’cos*a)ar* = a'b\ (2) 


E ponendo ancora : 

a*ò* , « s 6* 

-, 4 i / a * == ^ > » / i i . 1 '' = 71 ] 

a scu a-(- ^cos a a*$en a -j- trcos a 


si avra : 


o | | V 1 o a 

my-\-nx=mn^ 


( 3 ) 

w 


come equazione dell’ellisse riferita ad un sistema di 
diametri conjugati. 

Da questa equazione segue : 

per y = 0 : x* = OD = OD' — m* 
per y = 0 ; y* = OE = OE'" = n* ; 


m ed n sono dunque i semidiametri conjugati a cui l’ellisse è 
riferita. 

37. Per le cose precedenti le sei quantità a, b, m, n, a, a' so- 
no ligate dalle tre equazioni : 


a*b* 

«*sen“a -J- #*cos*a 


■ m* (1), 


a'b* 

a'senV + * a cosV 


i zi 


( 2 ), 


a’senasena' -f- ò*cosasen a' = 0 , (3) 
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1’ ultima delle quali è identica con 

tga.tga' — ~ (3') 

1) Mercè la moltiplicazione di (1) per (2) si ha : 

a‘6*= mV‘[a*b’9en’Ycos*a -f- a*sen*a senV-f- b l cos *a cosV-f- 
-f- a*b® sen*a cosV] , 

e dall’ equazione (3) elevata a quadrato si ha : 

0 ‘sen‘asenV-f- b*cos*acos*a' = — 2a'b a senasena'cosasena' ; 

la quale espressione sostituita nell’ equazione precedente la tra- 
sforma in 

a’ò® = m*n*(sena'cosa — senacosa')* = m a n*.seu*(a’ — a) , 
donde 

ab = mn. sen(a — a). , (4) 

Si conducono ED, ED '(fig. 34), indi EF perpendicolare a DD'; 
avremo EF = n.sen (a' — a) , ed in conseguenza 

triangolo DED' = mn,sen (a' — a) ; 

daltronde il prodotto ab esprime evidentemente la superficie del 
triangolo che ha per base l’asse maggiore 2 a e per altezza il 
semiasse minore b. Quindi l’ equazione (4) rappresenta il seguen- 
te teorema : 

11 parallelogrammo , che risulta dal congiungere i 
punti estremi di due diametri conjugati, è equiva- 
lente al rombo di cui sono vertici i punti estremi de- 
gli assi. 

Si conducano inoltre delle tangenti all’ellisse nei punti estre- 
mi dei due diametri conjugati DD', EE' ; la superficie del paral- 
lelogrammo GHIE da esse formato sarà doppia di quella del pa- 
rallelogrammo DED'E' ; quindi 

GHIK = 2ED'E'D = 4mn.sen (a — a) = 4 ab , 

donde risulta ancora il seguente teorema : 

La superficie del parallelogrammo formato dalle 
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quattro tangenti menate pei punti estremi di due dia- 
metri conjugati, è una quantità costante ed eguale 
alla superficie del rettangolo degli assi. 

2) Dietro note forinole trigonometriche si ha da (3'): 

b 4 


sen a = 


scn a 




b K + ’ 

b 4 


cos a =3 — 


a* tg % a' 


-, cosV= — 


b l a* Ig* a' ’ 
a 1 tg * a 


b* + a*rg'oi 7 ’ 

i quali valori sostituiti in (1) e (2) , danno : 


m 


a*- sen* «’ -f 6* cos® a' 


•(5), n* 


a* sen® a + b* cos* r 


a® sen® a' -(- b‘ cos* a* V”/ 7 ™ fl « sen ® a. -f 6* cos 3 a 

Or addizionando (1) con (6) , ovvero (2) con (5) , si ottiene 

a 4 sen* a -1- a'b* -f- 6* cos*« a 4 scn* a' -f- a* 6® 4- A 4 cos V 


( 6 ). 




a* sen*a -|- 6® cos® a 


o* sen® a' -f- cos® a' 


donde , attuando la divisione , segue : 

tn , + n* = a , + 6*. 


( 7 ) 


La somma dei quadrati di due diametri conjugati è 
dunque costante ed eguale alla somma dei quadrati 
degli assi. 

Osserviamo ancora clie essendo date tre delle 6 quantità a, 6, 
m , n , a , a' , le altre tre potranno trovarsi mercè le equazio- 
ni (1) , (2) e (3) o (3') , e che le due prime , a e b , potran- 
no ancora ottenersi per mezzo delle equazioni (4) e (7). Sono 
di questa specie p. e. i seguenti problemi : 1) Essendo dati due 
diametri conjugati e V angolo di eonjugazione , calcolare gli assi. 
2) Dati gli assi , determinare un sistema di diametri conjugati 
che racchiudano un dato angolo a! — a. 


58. Tra gl’innumerevoli sistemi di diametri eonjugati dell’el- 
lisse sono notevoli quelli che risultano rispettivamente paralleli 
alle congiungenti i punti estremi degli assi , e (come risulta dal- 
la simmetria dell’ellisse rispetto ai suoi diametri principali) so- 
no eguali. Riferendo l’ ellisse a questo sistema di diametri con- 
jugali , la sua equazione (per essere m=s n nell’ equazione (4) 
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dei n” se) sarà ; 

y' + x' =» m* , 

identica all’equazione al centro del cerchio riferita ad assi ret- 
tangolari. Ogni equazione di questa forma nel caso di assi ob- 
bliqui è dunque quella di un’ellisse riferita a diametri conju- 
gali eguali. Disegnando , come per lo innanzi , a ed a' gli an- 
goli che i due diametri eguali formano coll’ asse delle x , sarà : 

b , b 

, l 9 a — 

e dall’ equazione (7) si avrà : 

n*-M* 

m ~ 2 ' 

59. Dalla perfetta coincidenza delle forme , che assume 1’ e- 
quazione dell’ ellisse , riferita sia agli assi sia a qualsivoglia si- 
stema di diametri conjugati , deriva che tutte le proprietà di 
questa curva finora esaminate, e che sono indipendenti dal- 
la direzione dei diametri, debbono ancora aver luogo quan- 
do essa sia riferita ad un sistema di diametri conjugati. Sono di 
questa specie l’ equazione della tangente , e le formole e costru- 
zioni del n* 48 relative al problema di menare una tangente al- 
l’ ellisse per un pnnto dato fuori di essa. 

E per quel che riguarda i risultamenti ottenuti nel suddetto 
paragrafo , se consideriamo che ad ogni retta giacente nel piano 
di un’ ellisse si può condurre un diametro parallelo , e che le 
formole ivi esposte non si alterano quando in vece degli assi si 
tolga a sistema di coordinate qualunque coppia di diametri con- 
jugati , purché per a e b s’intendano le metà di questi diametri; 
noi perverremo al seguente teorema: 

Se da qualsivoglia punto di una retta (polare) giacen- 
te nel piano dell’ellisse, si conducano delle tangenti 
a questa curva, le congiungenti i punti di contatto di 
ogni coppia di tangenti s’intersecheranno tutte in un 
medesimo punto (polo), il quale giacerà sul conjugato 
del diametro parallelo alla retta data. 

E reciprocamente : 

Conducendo per qualsiasi punto (polo) dato nel pia- 
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no dell’ellisse delle cordo o seganti , e per ogni cop- 
pia di punti , in cui l’ellisse è intersecata da quelle 
corde o seganti , menando delle tangenti ; ogni cop- 
pia di questa andrà ad incontrarsi sopra un punto di 
una retta (polare) parallela al diametro conjugato di 
quello che passa pel punto dato. 

II. L’iperbole. 

60. L’ equazione dell’ iperbole , riferita al centro cd ai diame- 
tri principali , è : 

a y' — bV = — a*ò* , (1) 

nella quale 2 a rappresenta l’ asse primario o reale, che nel tem- 
po stesso è asse delle x , e 2b l’ asse secondario o immaginario. 

Ponendo a = b nella precedente equazione , essa si trasforma 
in y‘ — x* = — a". L’iperbole in questo caso dicesi equilate- 
ra , ed essa è tra le .iperboli ciò che il cerchio è tra le ellissi. 

Indicando con e l’eccentricità lineare, vale a dire la di- 
stanza del fuoco dal centro , e con e l’eccentricità nume- 
rica , si avrà , com’è noto (n° 44) : 

a si li ^ fl iq a i 1 / I .1 

e «= o 4- 6 , e = — =1 ' — , b—e — a =a (e — 1), 

a a ' 

e pei raggi vettori F'M = r , F'M = r' (fig. 23) di qualsivoglia 
punto M dell’ iperbole , la cui ascissa misurata dal centro sia 
CP = x , si avrà : 

e , e , 

r = — x — a, r = — x 4- a , 
a a ' 

la cui differenza è costante ed eguale all’asse primario 2a=AA'. 
Su questa proprietà è fondato un metodo di facile costruzione del - 
l’ iperdole per punti, di cui non è necessario d’ intrattenerci. 

L’ equazione (1) messa sotto la forma : 

y ' 6 * 

(ar— a) (a: -fa) 

esprime il teorema, che il quadrato dell’ordinata è al ret- 
tangolo delle distanze del suo piede dai vertici della 
curva nella ragion costante di b * : a*. 
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Sull’asse primario dell’iperbole (1) cosfruendone una che sia 
equilatera , ed indicando con y , y' le ordinate corrispondenti 
nelle due curve ad una medesima ascissa x , avremo: 

y = zk.— — a * , y = ± l/V* — a % , 

e con ciò y y'—b a. Il teorema espresso in questa proporzio- 
ne, e l’altro che precede, sono analoghi ai due dimostrati rispello 
all’ ellisse nel n° *5 ; 1’ ultimo purtuttavia non può servire alla 
costruzione dell’ iperbole , essendoché 1’ iperbole equilatera non 
è più facile ad essere costruita di un’ altra qualunque. 

Comparando le equazioni al centro dell’ iperbole ed ellisse , si 
osserva che questa si trasforma in quella scrivendo — 6“ in vece 
di b* , ovvero b[/^T in vece di b. Quindi le equazioni e formole 
dedotte dall’ equazione dell’ ellisse si trasformeranno immediata- 
mente nelle corrispondenti da riferirsi all’iperbole col solo can- 
giamento del segno di ò\ In conseguenza di questa somiglianza 
le due curve posseggono analoghe proprietà , la cui deduzione 
concorda cosi bene, che in prosieguo per simili casi noi reche- 
remo soltanto i risullamenli , ed in vece di dedurli rinvieremo 
ai paragrafi precedenti che vi hanno relazione. 

Delle tangenti all’iperbole. 

61. Unendo l’equazione dell’ iperbole : a y* — ò*x* = — ab % 
con quella di una -retta qualunque : 

i / = mx-fn, (1) 

si avrà mercè l’ eliminazione di y l’ equazione : 

x 5 * (a 2 m a — ò’) -|- 2 a*mnx -f- a* (ò* -f- n e )= 0 , (a) 

la quale somministra le ascisse dei punti d’ intersezione , e di- 
mostra in pari tempo che l’iperbole sarà intersecata dalla retta 
in due punti , eccetto il caso di a'm* — 6“ = 0 , vale a dire 

<tn=-ì — ~ T nel quale la rella incontra l’ iperbole soltanto in un 

punto, essendoché allora («) scende al 1° grado. Escludendo pri- 
mieramente questo caso speciale , la risoluzione di (a) dà per a- 
scisse dei punii d’ intersezione : 
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x 


— n\nmn -+- b Vb* -4- n * — a'f/i'J 
<rm‘ — b l 


W> 


Or dovendo i due punti d’ intersezione confondersi in nn solo 
affinchè la segante divenga tangente, egli è chiaro che all’ uopo 
il radicale dovrà sparire nell’espressione precedente, e come e- 
quazione di condizione pel contatto si avrà: 

o*m* — — n a = 0. (2) 

Seguendo la via tenuta per l’ ellisse , noi troveremo : 
a*mn b*n 

o'7/j 1 — 6 1 ’ ’* == a*jn* — b * ' 


per coordinale del punto di contatto , ed : 

y-*—4r- (*—«)» ( 3 ) 

a 

ovvero 

a' )>y — 6 2 %x = — o*b* , (4) 

quale equazione della tangente nel punto § , i/. Disegnando 
con r l’angolo che la tangente al punto § , q dell’iperbole forma 
coll’ asse delle x , avremo : 


Equazione della normale nel punto éj , y dell’iperbole è: 

y — *= — |^- (*—?)• ( 6 ) 

Inoltre si ha (fig. 35) : 

PT = Sottotangente = = - — , 

oh h 

PN — Sottonormale = , 

a % 

MT = Tangente = l/a*^ -f- , 

MN == Normale =» 1/aY + b%\ 
a 

Si vede che nell’ iperbole del pari che nell’ ellisse la sotlotan- 
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aerile è indipendente da »j e 6 ; quindi descrivendo sopra un me- 
desimo asse reale una serie d’ iperbole , e menando ad esse del- 
le tangenti in punti corrispondenti ad una medesima ascissa , 
tutte queste tangenti s’ incontreranno in un medesimo punto del- 
1’ asse reale. 

La sunnormale ottiene per 4 = a , vale a dire nel vertice del- 
l’iperbole, il suo minimo valore = al semiparametro , c va 

aumentando col crescere di 4 fino all’ infinito. Perciò mentre ncl- 
1 ’ ellisse il valore della sunnormale è sempre contenuto tra i li- 
mi ti 0 e ~~ , sta poi nell’ iperbole tra i limiti e oo . 

« 2 


G2. L’ espressione (o) per tgr merita ulteriore considerazione. 
Se nell’ ellisse la tangente può avere tutte le possibili inclinazio- 
ni all’ asse delle x , ciò non è possibile per l’ iperbole. Imperoc- 
ché eliminando yj da (5) mercè l’ equazione della curva , si ha : 



Or 4 — a è il minimo (numerico) valore possibile di 4 , pel 
quale si ha t(/r — ±oo , quindi t = 90 u ; vale a dire che la 
tangente al vertice della curva è perpendicolare all’ asse prima- 
rio. Or facendo crescere 4 infinitamente, tgr diverrà sempre più 
* 

piccola stantechè — continuamente decresce , e quando 

b 
a 


4 = oo , tgr perverrà al limile 


sara 


, al disotto del quale non 


potrà discendere. 

Si elevi quindi nel vertice A (fig. 35) una perpendicolare, si 
faccia AH = — AH' = 5 , e pel centro 0 c pei punti H , H' si 
conducano le rette VV' , WW' ; sarà : 


tg VOX = 4- — - , tg 'VOX , 

a a 

donde mercè le cose già dette risulta che la tangente all’iper- 
bole non può fare coll’asse delle x un angolo acuto minore di 
VOX , nè un angolo ottuso maggiore di WOX. 
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nell’ equazione (4) della tangente y — 0 , si 


x i 


:° T = — ; 


donde segue, che il punto d’intersezione della tangente coll’asse 
delle x giacerà sempre tra il centro ed i due vertici, e tanto 
più si approssimerà al primo , come 4 diverrà più grande. Or 
immaginiamo il punto di contatto trasportato ad una distanza in- 
finita, vale a dire «= oo , sarà nel tempo stesso: tg rc=±~~ , 

OT = 0. Dunque come il punto di contatto si- allontana , cosi la 
tangente MT si avvicina ad una delle due rette VV', WW', rap- 
presentate dall’ equazione : 


y 



e si confonderà con una di esse, quando sarà 4 = 00 . 

Indichiamo con y ed y' le ordinate corrispondenti ad una me- 
desima ascissa OP — x per l’ iperbole e la retta VV' ; sarà : 


b * 


(a* — a *) , y n 



e sottraendo dalla seconda di queste due equazioni la prima, si 
avrà : 


Il prodotto (y 1 — y)(y' 4- y) = MQ.M'Q è dunque una quan- 
tità costante ; e da ciò segue che se x, e con essa y ed y', di- 
vengono sempre più grandi , la differenza y' — y andrà sempre 
decréscendo, e diverrà infinitamente piccola quando x sarà dive- 
nuta infinitamente grande. L’ iperbole in conseguenza va conti- 
nuamente avvicinandosi alle rette VV', WW', senza giammai 
coincidere con esse. 

Una linea retta 0 curva, a cui un ramo indefinito di curva 
sempreppiù si avvicina senza giammai coincidere con essa, dicesi 
assintoto della curva. L’iperbole possiede dunque due 
assiutoti rettilinei, che s’intersecano nel centro, e le cui 
equazioni sono: 
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+ -X , , 



Or egli è facile ottenere il significato geometrico del caso spe- 
ciale menzionato nel principio del n° 61 , cioè che una retta 
y= m x + n taglia l’ iperbole in un solo punto , quando si ha 

m = db “ ; essendoché la retta è allora parallela ad un’ assin- 

toto. Da ciò segue immediatamente essere impossibile condurre 
in un’ iperbole una corda parallela ad un’ assintoto. 

Ponendo n = 0 in (a) , si ha rispetto ai punti in cui una ret- 
ta , y — mx , condotta pel centro, incontra l’ iperbole: 

ab abm 

x = ±: — . y = ± — — ; 

I /ó’ — a'»* 1 I /b 1 — a'm 1 


donde segue che un’ intersezione avrà luogo o pur no , secondo- 
chè m sarà numericamente minore o maggiore di —, vale a di- 
re secondochè la retta starà tra un assintoto e l’ asse primario, o 
tra un assintoto e l’ asse secondario dell’ iperbole : 

65. II problema di condurre una tangente all’ iperbole per un 
punto x\ y' giacente fuori di essa , sarà risoluto nello stesso mo- 
do che per l’ellisse (n° *9). Tutte le forinole ivi svolle diver- 
ranno immediatamente applicabili all’ iperbole, sol che vi si muti 
il segno di b’ , e le conseguenze ed i teoremi da esse dedotti a- 
vranno luogo senza alcuna variazione anche per questa curva. 

61- Dovendo il punto d’ intersezione T di una tangente MT 
( fig . 36) coll’ asse reale cader sempre tra i due vertici , ed in 

conseguenza tra i due fuochi , ed essendo OT = — — - ( n° 62 ) , 

si avrà , ponendo i raggi vettori menati al punto di contatto 
FM = r , FM = r: 


Ff = e — 



a 

? 


«-+T-T 



donde risulta: 
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FT : FT = r : r'. 


Ed applicando questa proporzione al triangolo FF'M , si ha il se- 
guente teorema: la tangente divide in due parti eguali 
l’angolo formato dai raggi vettori menati al punto di 
contatto. 

Questo teorema si accorda perfettamente coll’analoga proprie- 
tà dell’ellisse, e perciò anche tutte le conseguenze ivi (n° SI) 
tratte , non che le costruzioni che se ne sono dedotte , potranno 
immediatamente applicarsi all’ iperbole." E quanto a queste ultime 
che si veggono attuate nella fig. 36 , piccolissime modificazioni , 
e che già cadono sott’ occhio, ne vengono dalla circostanza che 
la tangente all’ iperbole giace tra i due raggi vettori e per 1’ el- 
lisse ne sta fuori. 

Dei diametri dell’iperbole. 

Se. Eccetto la direzione degli asintoti, rispetto ai quali è noto 
non poter esistere veruna corda parallela , anche nell’ iperbole 
a ciascun sistema di corde parallele corrisponde un diametro ret- 
tilineo passante pel centro , quindi se imdichiamo con <p , come 
nel n° 32 , l’ angolo d’ inclinazione delle corde all’ asse primario 
riguardato come asse delle a: , avremo per equazione del corris- 
pondente diametro: 


b ' 



quindi se ^disegna l’angolo che il diametro forma coll’asse delle x t 
si avrà : 

. b% 

tg?-tg'i'—— r (1) 

Donde segue — come nell’ ellisse — che ad ogni diametro ne 
corrisponde un altro conjugato, ciascuno dei quali divide per 
metà le corde parallele all’ altro. 

Essendo sempre positivo il prodotto tg ?. tg^ , i due angoli <p e 
4* saranno contemporaneamente acuti ovvero ottusi ; in conse- 
guenza nell’ iperbole i due diametri conjugati giaceranno sempre 
in un medesimo quadrante , e propriamente dall’ un lato e l’altro 

dell’ assintoto, poiché se tg<p > dovrà esser tg^^> — : di- 
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modochè uno dei diametri giacerà tra l’ asse primario e l’ assinto- 
to, il suo conjugato tra l’assintoto e l’asse secondario. 

E dietro il già detto verso la fine del n° 62 il primo soltanto 
di questi due diametri , ma non il secondo , incontrerà l’ iper- 
bole ; la quale proprietà è dunque comune ad ogni sistema di 
diametri conjugati ed a quello degli assi. Ed analogamente a que- 
st’ ultimo sistema noi chiameremo primario quello dei due diame- 
tri conjugati che incontrerà l’iperbole, e secondario l’altro. 

Segue ancora dalle cose dette che l’ accrescimento dell’ ango- 
lo © porta in conseguenza la diminuzione di 4* , dimodoché due 
diametri conjugati vanno sempre avvicinandosi , a misura che il 
primario di essi si allontana dall’ asse dello stesso nome , e fini- 
scono col confondersi coll’ assintoto. 

Nell’ iperbole equilatera essendo a = b , sarà tg?. tg<? = 1 , 
vale a dire che gli angoli formati da due diametri conjugati col- 
F asse primario , sono complementari F uno dell’ altro. 

66. Congiungendo i punti estremi di un diametro primario DD' 
(fig. 37 ) con qualsivoglia punto M dell’ iperbole , si avrà una 
coppia di corde supplementari , per le quali collo stesso metodo 
seguito nel n° 35 si troverà la relazione : 

tg ? . 

© e 4 dinotando gli angoli che essi formano coll’asse primario. 
E la coincidenza di questa coll’ equazione (1) del n° preceden- 
te , relativa ad un sistema di diametri conjugati , mena alle 
stesse conseguenze che abbiamo ottenuto (n° 55) per F ellisse. 
Quindi per costruire il conjugato di un diametro DD* , si con- 
durrà A'N parallela a DD' , e condotta la NA , la EE' menata 
pel centro parallelamente ad AN sarà la direzione del diametro 
conjugato. Saranno ancora risoluti nello stesso modo che per 
l’ellisse i problemi di costruire un sistema di diametri conjuga- 
ti che racchiudano un angolo dato , e di costruire gli assi di uua 
data iperbole. 

E del pari che per F ellisse si dimostrerà ancora per F iper- 
bole il teorema, che una tangente alla curva è parallela al dia- 
metro conjugato di quello che passa pel punto di contatto. 
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L’iperbole riferita ad un sistema di diametri conjugati. 


67. Prendiamo un sistema di diametri conjugati dell’ iperbole, 
OX , OY (fig. 38) qual sistema di assi coordinati , e siano a, a! 
gli angoli che il diametro primario, riguardalo come asse delle x, ed 
il secondario formano coll’asse primario. Ponendo ascosa -f- i/cosa' 
in vece di x , ed asseua + j/se,na' in vece di y nell’equazione 
al centro , questa si otterrà trasformata in : 

y' l {a* sen” a' — 6* e os*a') + 2-ry (a* sen a sen a — 6” cosa cosa) 

— x % (6* cos* a — a* sen* a) = — a*b* , 

dalla quale deve sparire il termine in xy in virtù dell’equazio- 
ne di condizione che ha luogo tra gli angoli a ed a!': 


ossia 


tya.tga ' 



a sen a sen a' — 6*cosacosa' = 


0 . 


( 1 ) 


6® b % . 

E poiché si ha tg*a< — e lgV>-p-, i coefficienti dei ter- 
mini in x % ed y' saranno essenzialmente positivi; perciò facendo: 

* = - = (,%h% /n\ 

1H b‘ cos'a — a* sen* a 5 W a' sen* a' — 6*cos*a' ’ ' ' 


avremo per equazione dell’ iperbole riferita ad un siste- 
ma di diametri conjugati: 


m’y* — n’x‘ = — m'n* , 


( 3 ) 


la quale , come si vede , ha la stessa forma dell’ equazione al 
centro. 

—a —a 

Segue dell’equazione (3) che per y=0, sarà £*=0D =OD' =m*, 
dimodoché m rappresenta la metà del diametro primario ; e per 
x = 0 , sarà y — ± ni/ — i , vale a dire che il diametro se- 
condario , come è noto , non incontrerà l’iperbole. Intanto per 
analogia si è riguardato come lunghezza del diametro se- 
condario il valore di n tratto dall’ equazione (2), OE =» OE' = n. 

E noto che l’ equazione degli assintoti riferiti ai diametri prin- 
cipali è : y =t ± ~ x ; la quale elevata a quadrato prende la 
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forma a*y' — Vx* = 0. Trasformando questa equazione con ri- 
durla al precedente sistema di diametri conjugati avremo : 

i/* (a* sen* — b“ cos*»') — x' (b*cos* « — a*scn* a ) e= 0 , 
da cui mercè le equazioni (2) risulta : 

y = ±~~x. (4) 

laonde T equazione degli assintoti conserverà inalterata la sua 
forma , in qualunque sistema di diametri conjugati si ripongono 
gli assi coordinati. 

Ponendo nell’ equazione (4) x = m — OD, si avrà y = n = DG; 
dunque gli assintoti si confonderanno colle diagonali del 
parallelogrammo costruito su due diametri conjugati 
qualunque; e viceversa: i vertici del parallelogrammo 
costruito su due diametri conjugati qualunque staran- 
no sugli assintoti. 

Quindi data P iperbole coi suoi assintoti , sarà facile per mezzo 
di questo teorema di costruire il diametro secondario che sia con- 
jugato ad un dato diametro primario ; ovvero di costruire gli 
assintoti quando in lunghezza e direzione siano dati due diametri 
conjugati ; o con questo medesimo dato costruire gli assi , consi- 
derando che questi dovranno dividere per metà 1’ angolo formato 
degli asintoti. 

Le sei quantità a, b, m, n, a, a' sono unite mercè le tre equa- 
zioni (1) e (2) , mercè le quali si potranno determinare tre di 
esse quantità, quando le altre tre son date. Collo stesso metodo 
seguito nel n" SO otterremo dalle dette equazioni: 

ab = mn nn (a' — a) 
m — n — a — b 

Dunque nell’iperbole: 1) il parallelogrammo costruito su 
due diametri conjugati è costante ed eguale al ret- 
tangolo degli assi (come nell’ ellisse) : 2) la differenza dei 
quadrati di due diametri conjugati ècostante ed e- 
guale alla differenza dei quadrati degli assi. 

Dall’ equazione (6) risulta che non potrà esser giammai m = n, 
finché a è diversa da b ; quindi nell’ iperbole non esiste verun 


(5) 

( 6 ) 
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sistema dì diametri coniugati eguali. Ma se poniamo a = b , sarà 
ancora m — n; vale a dire che nell’ iperbole equilatera i diame- 
tri conjugati sono eguali a due a due. 

Ciò che si è detto nel n° 39 Y ale ancora per l’ iperbole. 

L’iperbole riferita agli assintoti. 

68. Dando all’ equazione al centro dell’ iperbole la forma: 


V* 



*•(1 



0 ) 


si eonosce subito che questa curva ha due assintoti rettilinei com- 
presi nell’ equazione: 


y 


a 



( 2 ) 


Imperocché facendo crescere continuamente a: , il valore di y 
risultante dall’ equazione (1) si approssimerà sempre più e per 
un grado qualunque di esattezza, a quello che si ha dall’equazio- 
ne (2) ; o in altri termini, l’iperbole si avvicinerà continuamente 
alle rette rappresentate dall’equazione (2;, senza incontrarle giam- 
mai; queste rette son dunque assintoti dell’ iperbole. 

Or vogliamo cercare l’ equazione dell’ iperbole riferita agli asin- 
toti , quali assi coordinati. Indicando con 2 X l’angolo degli 
assintoti, ossia quello formato dai due assintoti ed in cui giace 
1’ asse primario , dovremo porre a = — X ed a' = -}- X nella for- 
inola (4) del n° 5, e quindi per ottenere la trasformazione richie- 
sta dovremo nell’ equazione al centro sostituire ad x ed y le es- 
pressioni : 

.rcosX + i/cosX = (x -f i/)cosX 
— #senX -f ysenX = (y — a?)senX. 

Or essendo tg\ = — , sarà cos’X = , e sen’X = , indi- 

a e* e * 

cando e = V a 6* l’ eccentricità lineare. Con ciò l’ equazione 
al centro si trasformerà in : 

a’(y — xy-^--b\y-{- x y^ 

IIerr Geom. Ah al- 
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che ridotta alla forma piu semplice diviene ; 



e questa sarà l’equazione dell’iperbole agli asintoti. 

Viceversa ogni equazione della forma xy = k t , riferita ad assi 
rettangolari ovvero obbliqui, apparterrà ad un’ iperbole (equilate- 
ra nel caso di assi rettangolari), la cui eccentricità sarà e=2 k. 

a“ -f 6 a 

La quantità = -- = — dicesi potenza dell’iperbole. 

Segue dall’equazione (3), che il rettangolo formato dal- 
le coordinale di qualsivoglia punto dell’ iperbole, pre- 
se parallelamente agli assintoti , è costante ed egua- 
le al quadrato della semieccentricità, e che in conse- 
guenza questa è media proporzionale tra le due coor- 
dinate. 

Laonde essendo dati gli assintoti ed un punto dell’ iperbole , 

sarà data ancora T eccentricità e = 2V / xy ; e poiché l’asse pri- 
mario divide per metà 1’ angolo degli assintoti , sarà dato anco- 
ra il fuoco e con questo le lunghezze dei due assi , imperocché 

si ha (fig. 35) OH = OH' = = e = OF. 

Or egli è facile risolvere il problema di costruire gli assi , es- 
sendo dato in grandezza e direzione un sistema di diametri con- 
iugati, se dopo aver costruito gli asintoti e determinata la dire- 
zione degli assi dietro ciò che si è detto nel n° precedente, si 
consideri che nei punti estremi del diametro primario si hanno 
due punti dell’ iperbole. 


S 


69 . Conducendo una qualunque segante GH (fig. 39) , che ta- 
gli sugli assintoti, riguardati come assi coordinati, le parli 0G=a, 
OH = /3 ; 


V_ 

£ 



0 ) 


ne sarà l’equazione. 

Eliminando la y da questa equazione e quella dell’ iperbole ri- 
ferita agli assintoti , si avrà 1’ altra : 

.*-«.+-£-0 ( 2 ) 
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le cui radici a?,, disegneranno le ascisse dei punti d’ intersezio- 
ne M, M' della segante coll’iperbole. Or sia L il punto medio 
della corda MM' , e § , q ne siano le coordinate ; sarà 

S — = ~~ , quindi [equ. (1)] j, 

Da ciò segue che il punto L è ancora medio di GH. Ma essendo 
G \j == HL , ed LAI = LAI , gara HM = GM’ j vale a dire che 1 e 
parti di qualunque segante o corda, comprese tra gli 
assintoti e l’iperbole, sono tra loro eguali. Ed è chiaro 
che questo teorema vale ancora per una corda , come RS per e- 
sempio , la quale unisce due punti presi su i due rami dell’ i- 
perbole. 

Da questo teorema risulta un metodo semplicissimo per co- 
struire l’iperbole , quando son dati gli assintoti ed un punto della 
Curva. Sia M il punto dato : condotta per questo punto una qua- 
lunque segante che incontri gli assintoti nei punti G ed H , si 
prenda GM'=HM, sarà M' un punto della curva. Ed ogni punto 
così ottenuto potendosi riguardare come dato , si potranno facil- 
mente costruire i quattro rami della cuna. 

Dall’ equazione (2) risulta : 



Or se la segante GH deve confondersi colla tangente TT', i due 
punti d’intersezione M, M' dovranno coincidere in un solo pun- 
to F , ed in conseguenza il radicale dovrà sparire: sarà dunque: 

a 12 = e' 

■ > . • ■ : / 

l’equazione di condizione pel conlatto, e le coordinate 
del punto di contatto saranno : 



avemo così a=0T = 2tj , /3=0T' = 2v ; e questi valori sostituiti 
nell’equazione (1) ci daranno per equazione della tangente ri- 
ferita agli assintoti : < 

* 
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' 2-i) + 24 “ L 

Dai valori già ottenuti dei segmenti che la tangente determina su 
gli assintoti ; 

OT = = 20P , OT' «= 2)j = 2PQ 

segue : 

1) IT es* IT' ; vale a dire che il punto di contatto divide per 
metà la parte della tangente compresa tra gli assintoti: teorema 
che rientra come caso speciale in quello dimostrato rispetto alla 
segante. 

2) Un processo facile per costruire la tangente ad un dato 
punto dell’ iperbole. Sia I il punto dato ; si conduca IP paralle- 
la ad un assintoto , e si faccia PD = PO ; sasà IT la tangente 
richiesta. 

Se si moltiplichi per sen 2>. , indicando 2X 1* angolo degli as- 
sintoti, T equazione dell’ iperbole a questi riferita , si avrà : 


Ma essendo 
sarà : 


xy sen 2>. = sen 2 X. 

4 


sen 2x = 2sen).cos>. = 


2 ab 


xysen2X =* —ab. 


E poiché xi/ sen 2). rappresenta la superficie del parallelogrammo 
1K0P , costruito sulle coordinate IP, OP di un punto dell’iperbo- 
le , prese parallelamente agli assintoti ; la superficie di questo 
parallelogrammo sarà dunque costante ed eguale alia 8“ parte 
del Tettandolo costruito sugli assi 2 a e 26. 


IH. La parabola. 


70. Questa curva si distingue dall’ ellisse ed iperbole per ciò 
che non ha centro, ed in conseguenza non possiede che un solo 
diamelro principale ed un solo fuoco. Prendendo ad asse delle x 
il diametro principale o asse della parabola, e per origine il 
punto in cui la curva taglia 1’ asse (il vertice) , è noto esser 
1’ equazione della parabola : 
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y' — px , 


nella quale si dà il nome di parametro alla costante p. 

Ordinariamente la parabola è definita in conseguenza della no- 
ta proprietà di avere ogni suo punto egualmente lontano da una 
retta fissa (la direttrice) e da un punto fisso (il fuoco). È 
noto esser il parametro eguale al doppio della distanza del fuoco 
dalla direttrice ; ed in conseguenza eguale alla doppia ordinata 
condotta pel fuoco. 

Mercè 1’ esposta proprietà della parabola egli è chiaro in qual 
modo si possa costruire la curva per punti, allorché son dati il 
fuoco e la direttrice. Del resto dall’ equazione della curva risul- 
ta che l’ordinala di ogni suo punto è media proporzionale tra 
l’ascissa ed il parametro; ed in conseguenza tutti i modi dettati 
dalla Geometria elementare per definire la 3* proporzionale a 
due rette date , possono servire alla costruzione della parabola. 

Delle tangenti alla parabola. 

71 . Unendo 1 ’ equazione della parabola y' = px a quella di 
una retta y = ax -f- b , avremo per determinare lo coordinate 
dei punti d’ intersezione le due equazioni : 

a 7 ar* — ( p — 2 àb)x + 6 1 = 0 , (a) 

y = ax -f- b. 

Ponendo a = 0 , vale a dire che la retta sia parallela all’ asse 
delle x, l’ equazione (a) scenderà al 1° grado; quindi una retta 
parallela all’ asse delle x non può incontrar la parabola che in 
un solo pnnto. Ma se a è diversa da zero , l’equazione (a) darà: 


p — 2ofi + l/p(p — A ab) 


donde risulta che la retta non incontrerà la parabola, se sia 
p<4ah, e la intersecherà in due punti se sia p>4ab. Se poi i 
due punti d’ intersezione debbano coincidere in un solo , e quin- 
di la segante confondersi colla tangente , allora dovrà esser sod- 
disfatta la condizione: 

p *= 4 ab , 0 3 ) 
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e saranno coordinate del punto di contatto 

p — 2 ab p 

* ” 2 «* » ^~~2ÌT ; 


e perciò si avrà f = p| , « = , b = ~. I quali valori so- 

stituiti poi nell’ equazione della retta, ci danno per equazione 
della tangente al punto 4 , y : 



la quale assumerà la forma più comoda : 

T/ — (a; — 4 ) , (1) 

ovvero 

y * “t (2) 


quando si sottragga y dai due membri e si ponga ■— per fat- 
tore del secondo membro , avendo riguardo all’ equazione tj *=p 4 . 

L’ angolo r che la tangente forma coll’ asse delle x , sarà de- 
terminato mercè l’ equazione : 



Nell 1 ipotesi di >7 = 0 sarà v = 90° , vale a dire che la tangen- 
te al vertice è perpendicolare all’asse ; a misura che ij 0 4 di- 
verrà più grande , vale a dire a misura che il punto di contat- 
to si allontanerà dal vertice , r diverrà più piccolo, ed in con- 
seguenza la tangente si approssimerà sempre più a divenire pa- 
rallela all’ asse. 

Da (1) si ottiene per equazione della normale al pun- 
to § , : 

2/ — 1 J = — -J* (* — «)• W 

Ponendo nell’ equazione (1) della tangente e nell’ equazione (4) 
della normale i/ = 0, x — 4 rappresenterà rispettivamente la 
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sottotangente PT (fig. 40) e la sunnormale PN ; si avrà dtinque: 

. » * » • 4 ' * ' ' 1.1 ' ». 

Sottotangente PT = — 2§ , Sunnormale = • 

Nella parabola la sottangentc è dunque eguale al 
doppio dell’ascissa del punto di contatto presa dal 
vertice, e la sunnormale è costante ed eguale al se- 
miparametro. 

Ed è chiaro come queste proprietà possano servire ad una co- 
struzione assai semplice della tangente e normale ad un dato 
punto della parabola. 

Essendo PT = 2§, sarà AT = §, ed in conseguenza FTs=^-f- 

p 

FM , ed il triangolo FMT sarà isoscele ; quindi condu- 
cendo pel punto di contatto M la RD perpendicolare alla diret- 
trice UU' , sarà : 

ang. FMT = MTF = DMT = RMT ; 

e considerando inoltre che per essere MF=MD il triangolo MDF 
è isoscele, si ottengono i seguenti teoremi : 

1) Gli angoli che la tangente forma col raggio vet- 
tore menato al punto di contatto, e con una retta 
condotta per lo stesso punto parallelamente all’asse, 
sono eguali; ed in conseguenza l’angolo formato da 
questa retta e dal raggio vettore, sarà diviso per me- 
tà dalla normale. 

2) La congiungente il fuoco col piede della perpen- 
dicolare, abbassata dal punto di contatto sulla diret- 
trice, sarà divisa dalla tangente in parti eguali e ad 
angoli retti. 

Ed è chiaro come anche queste proprietà possano servire a 
diversi modi di costruzione della tangente e normale ad un da- 
to punto della parabola. 

Poiché la FD è divisa in due parti eguali nel punto K , e la 
BF nel vertice A , sarà AR parallela ad UU' , ed in conseguen- 
za perpendicolare all’asse : or considerando che R è il piede 
della perpendicolare abbassala dal fuoco sulla tangente , si tro- 
va il teorema: il luogo geometrico del piede della per- 
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pericolare abbassala dal fuoco sulla tangente, è una 
retta che passando pel vertice è perpendicolare al- 
l’asse. 

72. Per condurre una tangente alla parabola da un punto G 
(fig. 41 ) dato fuori di essa , si osservi che essendo per le cose 
anzidette ogni punto della tangente GM egualmeute lontano dai 
punti F e D , la tangente taglierà FD ad angoli retti. Perciò de- 
scrivendo dal punto G col raggio GF un cerchio, e questo taglian- 
do la direttrice in due punti D e D', le perpendicolari abbassate 
dal punto G su DF e D'F saranno le tangenti richieste. Ovvero 
conducendo pei punti D e D' delle parallele all’ asse , le loro in- 
tersezioni colla parabola daranno i punti di contatto M ed M'. 

Volendo risolvere analiticamente il problema , osserviamo che 
indicando con x' y' le coordinate del punto dato , quelle del pun- 
to di contatto, <j saranno determinate mercè le due equazioni: 

y'y — -f- (*' + 4) > yf—Vki ( m ) 

la prima delle quali esprime che la tangente passa pel punto x' 
y\ la seconda , che il punto di contatto giace sulla parabola. E- 
liminando § dalle due , si ottiene : 

= y'± Vyì‘— px ; 

donde sì rileva che pel punto ar', y’ si potranno condurre due 
tangenti , una sola ovvero nessuna , secondochè sarà y n > , — 
ovvero < px'; vale a dire , secondochè il punto x' , y' giacerà 
fuori , sopra ovvero dentro della parabola. Per la costruzione dei 
punti di contatto potranno in modo semplicissimo servire i luo- 
ghi geometrici delle equazioni (m). Quello della seconda equazio- 
ne è la stessa parabola data ; il luogo della prima è una retta, 
la corda dei contatti, che sega gli assi coordinali nei punti 
E ed H , pei quali ponendo successivamente -4 e § = 0 , si tro- 
verà : 

<= = AE = — jj = AH = ~ ; 
i quali punti si porranno dunque facilmente costruire. E condu- 
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cendo allora la EH, questa taglierà la parabola nei richiesti punti 
di contatto M ed M'. 

L’ascissa AE<= — x' del punto in cui la corda dei contatti 
incontra 1’ asse , essendo indipendente dall’ ordinata y' del pun- 
to dato, -vaierà anche per la parabola il teorema : Se da un 
punto qualunque di una retta perpendicolare all’asse 
della parabola (polare) si conducano le tangenti alla 
curva, le corde dei contatti si taglieranno tutte in un 
medesimo punto (polo) giacente sull’ asse: e viceversa. 
Un risultamento degno di nota si ottiene ancora prendendo il 

punto x\ y' sulla direttrice , per la qual cosa sarà x' = , 

e la ordinata del punto di contatto : 

= y' ± yj>*. 

Or indicando con r, r' gli angoli d’ inclinazione delle due tan- 
genti all’ asse delle x , si avrà [equ. (3) , n° li] : 

tgT== tgr' = f , 

2(y'+ j/V+y f) 2(y ' — y 2 /"+ \f) 

donde risulta tgr.tg- = — 1; vale a dire che le due tangen- 
ti stanno tra loro ad angolo retto. 

L’ equazione della corda dei contatti sarà : 



la quale per y = 0 ci dà £ = ; dunque la corda dei con- 

tatti passerà pel fuoco. 

Infine l’ equazione della retta che unisce il fuoco col punto 

, , p 

y , x =5 — sara : 



donde segue, avendo ancora riguardo all’equazione (n.) , che 
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questa retta è perpendicolare alla corda dei con tatti: 
Dei diametri della parabola. 

» 

73. Sia SS' (fig. 42) una retta inclinata all’ asse sotto I’ an- 
golo p, e che avrà in conseguenza 1’ equazione y = x tg 
Eliminando la x tra questa e 1’ equazione della parabola , !à‘=px, 
avremo per determinare le coordinate dei punti d’ intersezione 
1’ equazione: 

, , ■ •: • • , i 

y % — pcotp.y -f- pbcotp == 0. 

Nella quale supponiamo ? diverso da zero , poiché in contrario 
( n" 71 ) la retta non potendo incontrare la parabola che in un 
solo punto , non potrebbe rappresentare veruna corda. Allora sia- 
no V, > Va 1° coordinate dei punti d’ intersezione S , S' , sarà 
Vi 4- Va — pcotf ; e se indichiamo con fi l’ordinata del punto 
medio C della corda , avremo : 

fi = -~pcotp. (1) 

E poiché questo valore di fi dipende semplicemente dall’ angolo 
d’inclinazione <p della corda, ne segue , che nella parabola 
il luogo geometrico dei punti medii di un sistema dì 
corde parallele, ossia il diametro appartenente al si- 
stema delle corde, è una retta parallela all’asse, come 
d’ altronde è noto per le ricerche generali del capo precedente. 
Mercè 1’ equazione (1) si determinerà il diametro appartenente 
ad un dato sistema di corde , e viceversa ; imperocché essendo 
data >3 , vale a dire la distanza del diametro A'X' dall’ asse , si 
avrà da (1) : 

<? ? = -§•- ( 2 ) 

Condnccndo nel punto A' , in cui il diametro taglia la parabola , 
una tangente a questa curva , ed essendo fi l’ ordinala di A' , si 
avrà per l’ angolo r della sua inclinazione all’ asse 1’ espressione 

tgr=s [ Equ. (3) , n° 71 ] ; quindi per l’equ. (2) r = f>. 
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È dunque la tangente parallela a quelle cordo che 
saranno divise per metà dal diametro menato pel punto 
di contatto. 

La parabola ha quindi comune questa proprietà coll’ ellisse ed 
iperbole ; ma in queste ultime due curve avvi un diametro pa- 
rallelo alla tangente e conjugato a quello menato pel punto di 
contatto , il quale diametro manca nella parabola , perchè questa 
non ha centro. E per anologia una tangente ed il diametro me- 
nato pel punto di contatto si dicono formare nella parabola un 
sistema di diametri coniugati, o meglio di assi conju- 
gati. La tangente al vertice e l’asse della parabola, ai quali 
si riferise l’equazione y a =par, formauo un sistema di simili assi 
conjugati , e propriamente il solo che sia rettangolare , poiché 
risulta soltanto dalla condizione di >3 = 0, richiesta dall’ equazio- 
ne (2) nell’ ipotesi di o = 90". 

La parabola riferita ad un sistema di assi conjugati. 

* , ' t 

71 . Facciano A'X' , A'Y' (fig. 42) un sistema di assi conjugati, 
a cui ora vogliamo riferire la parabola, poniamo 1’ angolo X'A'Y—f 
e siano a , fi le coordinate della nuova origine , riferita ai dia- 
metri principali AX , AY. Per trasformare l’ equazione y a = px 
col riferirla al nuovo sistema , dobbiamo far uso delle formule 
(4) del n° 4 e porre a , >3 , 0 , <p in vece di a , b , a , a' : 
cosi avremo x = a -f- x' + y’ cosp, y — fi -f- y' sen®. E mercè la 
sostituzione di questi valori nell’ equazione y a = px, ne risulterà: 

y'serf'p 4- y(2/?sen <p — p coso) r—pa — px. 

Ma per l’ equazione (2) del n” precedente si ha : 

2/3sen<p — pcosy = 0; 

ed inoltre essendo il punto a, 0 sulla parabola , si ha l? = p%\ 
quindi I’ ultima equazione si trasforma in : 

y* = p cosecV x , (1) 

e questa è l’equazione della parabola, che ha il para- 
metro p, ed è riferita ad un sistema di assi conjugati 
che comprendono 1’ angolo p. E ponendo: 
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7 ).cosee‘'j = m, (2) 

essa premierà la ferma , perfellamente simile a quella dell’ equa- 
zione al verliec : 

jf* = mx. (3) 

Quindi ogni equazione di questa forma , che sia riferita ad un 
sistema di assi coordinati obbliqui , inclinati sotto l’angolo o , ap- 
parterà ad una parabola il cui parametro sarà = m sen*^. 

Dall’ equazione (2) del n° 75 segue: sen®<p = -~ 1| = — , 

poiché H*— •pa. ; quindi m = p -f- 4a. Ma il raggio "vettore del 

punto A' essendo r = a + ~ , sarà m = 4r ed il significato 

geometrico della costante m è messo in chiaro, mostrandosi essa 
eguale a quattro volte la distanza dell’ origine A' dal fuoco. 

Dalla coincidenza della forma dell’ equazione (3) della parabola 
riferita ad un sistema di assi conjugati , con quella dell’ equazio- 
ne al vertice , segue che tutte le proprietà di sopra esposte , le 
quali sono indipendenti dall’angolo degli assi coordinati , potran- 
no applicarsi al nuovo sistema. 

Cosi dall’ equazione (3) si rileva che in ogni sistema di assi 
conjugati le ordinate sono medie proporzionali geometriche tra 
le ascisse ed il parametro m. Donde risulta il seguente metodo 
per costruire la parabola y' l = mx, quando sono dati gli assi 
OX , OY (fig. 43) ed il parametro m. Elevata dal punto 0 la OY' 
perpendicolare ad OX , su questa retta come asse si costruisca col 
parametro m la parabola BOC. Indi per diversi punti P, P',... 
della OX si conducano delle parallele ad OY' ed OY , di cui le 
prime tagliano la parabola BOC nei punti m, in',... e si prenda- 
no PM = Pm, PM' = P'm', eco.; i punti M, M',... apparterran- 
no alla parabola \f = mx. 

Del resto, si potrà cominciare ancora dal costruire il fuoco e 
la direttrice della parabola. Siano perciò OX , OY (fig. 44) i dati 
assi conjugati ed OX sia il diametro ; sarà OY una tangente alla 
parabola nel punto 0: in conseguenza facendo l’ angolo TOu = XOY, 

la Ou passerà pel fuoco, e prendendo poi 0F = -|-m, in F sta- 
rà il fuoco , e la FY' menata per F parallelamente ad OX sarà 
l’ asse. In fine , prolungando OX in D e prendendo OD aa 0F, la 
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UU' menata pel punto D perpendicolarmente ad FX , sarà la di- 
rettrice. 

Con un processo simile si troveranno gli elementi di una pa- 
rabola , la quale sia data già costruita. Congiugendo i punti me- 
dii di due corde parallele si avrà primieramente un diametro OX 
e la direzione della tangente OY , con ciò potrà costruirsi la di- 
rezione della Ou , in cui dovrà giacere il fuoco. Ripetendo la 
stessa costruzione sópra un’ altra coppia di corde parallele, il fuoco 
verrà conpletamente determinato, e con esso la direttrice e l’ asse. 

Le equazioni (1), (2) e (3) relative alla tangente (n° 7r) 
valgono ancora per un sistema di assi conjugati , quando al pa- 
rametro p si sostituisca la costante m dell’ equazione (3) ; quindi 
per un sistema ancora di coordinate obblique sarà la sotlangente 
eguale al doppio dell’ ascissa del punto di contatto. 

Inoltre rimanendo inalterate anche le formole del n° 72 , 
1’ ultimo teorema ivi espresso potrà generalizzarsi nel seguente 
medo: se da qualsivoglia punto di una retta (Polare) 
giacente nel piano della parabola, si conducano 
delle tangenti a questa curva, tutte le corde dei 
contatti si taglieranno in un medesimo puntò (Po- 
lo), il quale giacerà sul diametro il cu i con j ugato 
sarà parallelo alla retta data. 

È noto che questo teorema si può invertire , e dopo ciò avrà 
luogo in tutte le curve del secondo ordine. 


CAPO SESTO. 

DELLE EQUAZIONI POLAKI DELLE LINEE DEL SECONDO ORDINE, E DELLA 
DETERMINAZIONE DI QUESTE CURVE DIETRO DATE CONDIZIONI. 

1. Equazioni polari delle linee del second’ ordine. 

*3. È noto che il sito di un punto M in un piano può esser 
determinato mercè la sua distanza da un punto fisso , il polo, 
e 1’ angolo che questa distanza racchiude con una retta fissa , 
menata pel polo, l’asse polare. A questi due elementi di 
determinazione si dà il nome di coordinate polari; l’u- 
na di queste coordinate , la distanza del punto M dal polo , di- 
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cesi raggio vettore, 1* altra , 1’ angolo summcntovato, può 
dirsi a n g o 1 o p o 1 a r e. Or se M è un punto di una curva for- 
mata secondo una certa legge , dovrà esser possibile di esprime- 
re questa medesima legge mediante un’ equazione <? (r , 0) = 0 , 
ovvero r = f(6) , tra le coordinate polari r , 0 di quel punto 
della curva , come ciò si è veduto finora rispetto alle coordinate 
parallele. L’ equazione r = fO diccsi equazione polar-e del- 
la curva. 

Se è data P equazione della curva y — f (x) , riferita a coor- 
dinate parallele , se ne avrà F equazione polare , introducendo 
in y — f{x ) i valori di x ed y espressi in funzione di r e 0 ; 
per la qual cosa servirano le formule (1) ovvero (3) del n° 2. 
li viceversa si potrà egualmente dedurre dall’equazione polare la 
y — fx ) mercé l’uso delle formole (2) ovvero (4) dello stesso n°. 

Nei seguenti paragrafi noi andremo a comporre le equazioni 
polari delle curve del 2° ordine, e propriamente — ciò che sarà 
più agevole — traendo profitto delle loro proprietà già note , sen- 
ze far uso della mentovata trasformazione. Prenderemo per polo 
uno dei fuochi , e per asse polare quello della curva che passa 
per esso; conteremo l’angolo polare da quella parte dell’asse 
che nella parabola ed iperbole è prossima al vertice , e nell’ el- 
lisse va dal polo al vertice più vicino. 

1. Eli i sse. Sia (fig. 28) F il polo , FX l’ asse polare , M un 
punto della curva , FAI = r , ang. A1FX = 0 ; contando dal cen- 

g 

tro l’ ascissa OP = a; , e ponendo F eccentricità numerica— -=*, 
è noto che sarà r — a — ex ; e poiché 
x — OF — PF = ae -)- r cosò , avremo r = o(l — £) — ncos0 ; 
donde risulta : 

ras -— 1 ~ — ■ , 

1 -j- ecosO 

per la richiesta equazione polare dell’ ellisse. La qua- 

2 />* 

le, mercè l’introduzione del parametro p=— - — =2o(l — e*), 
assume la forma : 





V 

2 (l -f- seosO) 


( 2 ) 


4 
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Poiché nell’ellisse , com’ è noto , si ha e < 1 , sarà sempre 
ecosO numericamente minore di 1 , ed r non potrà giammai di- 
venire negativo od infinito. E cercando i valori che assumerà il 
raggio vettore r , quando 0 va crescendo da 0 a 860° , si tro- 
verà che mentre r rimane sempre positivo, l’equazione (1) ov- 
vero (2) rappresenterà l’ intera ellisse se 0 si faccia progredire 
da 0 a 360°. 

II. Iperbole. Sia (/ijf. 36) F il polo, FX' l’asse polare, 
FM=r , ang. MFX' = 0 , sarà r —zx — a ed x— 0P=0F-f-FP 
— as — rcosO ; quindi r = a(s* — 1) — rscos0 , e 1’ equa zio- 1 
ne polare dell’ iperbole sarà : 

re= m 

i + E coso ’ W 

26 a 

la quale mediante l’ introduzione del parametro p— (e’ — 1) 

prende la forma : 

r e CosO) ^ 

Essendo nell’ iperbole e > 1 , r potrà divenire negativo ed infi- 
nito. Seguendo i valori di r , mentre 0 va da 0° a 360’ , ed 
indicando con 0' ogni valore di 0 compreso tra 90° e 180°, pel 
quale si ha : 

cos0' = , quindi tgtf <= — l/ E * — T = — , 

e che rende r = cc; si troverà facilmente che il raggio vettore 
descrive il ramo d’ iperbole M'A'M'" , mentre 0 procede da 0' a 
360’ — 0' , se i valori negativi di r risultanti per questi valori 
di 0 dall’ equazione (4) si portino sul raggio vettore prolungato 
al di- là del polo. Da 0 = 0 fino a 8 = 5', e da 0 = 360’ — 0' 
fino a 360’ , r sarà positivo e descriverà nel primo intervallo 
la branca AM e nel secondo l’altra AM" di quel ramo d’iper- 
bole nel cui foco sta il polo. 

HI. Parabola. Per questa curva si ha: 

r = x + ~ , (5) 
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c ( fig. 24) x = AP = AF -4" FP = rcosO, ponendo l’ang. 

AFM=0; quindi 


P 

2(1 -f- cosO) 


4cos J |-0 


Non si avrà pena a comprendere che questa equazione rap- 
presenterà l’ intera parabola , quando 0 si faccia cariare da 0° a 
360° , rimanendo purtuttavia r sempre positivo. 

76 . La comparazione delle equazioni (3) , (4) e (5) ci fa co- 
noscere che l’ equazione polare : 


p 

2(l-j-scos0) 

comprende le tre curve , ed apparterrà ad un’ellisse , un’iper- 
bole od una parabola , secondochè e sarà minore , maggiore od 
eguale a 1. 

Si dà ben di rado l’occasione di prendere qual polo un pun- 
to diverso dal fuoco ; ma può darsi facilmente il caso che l’ as- 
se polare non coincida con 1’ asse della curva condotto pel fuo- 
co , come si è supposto nelle equazioni precedenti , e che in 
vece faccia con questo un angolo a. Allora non si avrà a far 
altro, coni’ è facile a comprendersi, che sostituire 0 -)- a a 0 , e 
cosi si avrà in generale : 




P 

2 [ i -f- £ cos (o -|- 0)] 


per equazione polare delle linee del 2° ordine. 

L’ equazione polare dell’ iperbole ci offre ancora occasione al- 
la seguenle osservazione sulle coordinate polari. Finché si trat- 
ta di determinare il luogo di singoli punti in un piano , si può 
riguardar sempre il raggio vettore come essenzialmente positivo, 
purché 1’ angolo polare si prenda da 0" a 360°. Ma non è sem- 
pre così quando si ha da costruire una curva per mezzo della 
sua equazione polare. L’ iperbole ci ha offerto il caso in cui per 
costruire con una e medesima equazione i due rami della curva, 
abbiamo dovuto ammettere i valori negativi del raggio vettore. 
Per ottenere valori positivi di r anche pel ramo a sinistra del- 
l’ iperbole , avremmo dovuto far uso dell’ equazione ; 
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T e=3 , 

2(1 — £COS0) 

la quale risulla dalla prima , ponendovi 180° -f- 0 in vece di 0, 
indicando sempre con 0 l’ angolo che il raggio vettore condotto 
al ramo , di cui si parla , forma colla porzione di asse polare 
che passa pel vertice. 

Inoltre nelle equazioni polari finora considerate è stato suffi- 
ciente il supporre che l’ angolo polare 0 variasse tra i limiti 0® 
e 360°. Ma ciò è inammisibile per molte curve , p. e. le spi- 
rali ; ed è chiaro che ciò avverrà sempre , che l’ equazione non 
contiene funzioni semplicemente periodiche di 0, come seno, 
coseno, ecc. ma l’arco stesso 0, il quale deve considerarsi in ge- 
nerale come capace di tutti i valori da — oo a -f- co . In tal ca- 
so è pienamente conforme alla natura della cosa il riguardare co- 
me lineari le due coordinate polari r e 0, non altrimenti che 
le coordinate parallele ; colla differenza che r disegnerà una lun- 
ghezza rettilinea , e 0 quella di un arco preso sopra un cerchio 
descritto col raggio = 1 e col polo come centro , contando l’ ar- 
co da uno dei punti in cui il cerchio incontra l’ asse polare , e 
nell’ una o l’ altra direzione , secondochè 0 si prenderà positivo 
o negativo. 

II. Sulla determinazione delle linee del secondo 
ordine dietro date condizioni. 

77. Possiamo supporre di voler cercare , sia analiticamente sia 
per mezzo di costruzioni, una linea del 2° ordine che renda sod- 
disfatte talune condizioni; per esempio, che passi per un cèrto 
numero di punti dati, o che sia langente a rette date , e simili. 
E noto l’ equazione generale di queste linee essere : 

Ax*+ A'y % + 2Bxy -f 2 O + 2C'y + F = 0, 

la quale divisa per F, assume la forma: 

tu r“+ a'y'+ 2fori/ -(- 2 ex + 2 c'y + 1 =» 0, (1) 

in cui non essendovi che cinque costanti indeterminate , altret- 
tante condizioni , l’ una dall’ altra indipendente , saranno neces- 
sarie e sufficienti alla loro determinazione. 

Herr Geom. Anae. 8 
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Se la curva richiesla debba essere una parabola , basteranno 
quattro condizioni per la determinazione delle costanti, imperocché 
in tal caso dovrà ancora esser soddisfatta l’equazione b“ — aa'=0. 

Se il problema debba ammettere una o più soluzioni , vale a 
dire se vi siano una o più curve del 2° ordine che rendano sod- 
disfatte le date condizioni , ciò dipenderà dalla natura di queste , 
in quanto che potranno condurre ad equazioni di primo grado o 
di grado superiore rispetto ad a , b , c , d , e. 

lino dei problemi più semplici è quello di far passare una linea 
del 2" ordine per cinque punti dati. Essendo x t , y t le coor- 
dinate di uno di questi punti , esse dovranno soddisfare 1’ equa- 
zione (1), e quindi ne risulta l’equazione di condizione: 

+ a'y] + 2 K2/,+ 20 *^ 4 - 2c'y l -\- 1 = 0; 

e ciascuno dei rimanenti quattro punti somministrerà un’ equa- 
zione della stessa forma. Le cinque equazioni di condizione che 
cosi si otterranno , saranno , com’ è chiaro , di primo grado ri- 
spetto alle incognite a, a', ecc. ed in conseguenza per ciascuna 
di queste non si avrà che un solo valore reale ; quindi il pro- 
blema non ammetterà che una sola soluzione. Introducendo gli 
ottenuti valori di a , a', ecc. nell’ equazione (1) , si avrà quella 
della curva richiesta , che passerà pei cinque punti dati e che 
risulterà un’ ellisse , un’ iperbole od una parabola , secondochè 
sarà h“ — aa'< 0, >0, = 0. Donde segue immediatamente che 
due linee del 2° ordine , senza coincidere , non possono aver 
comuni più di 4 punti. 

Se la curva richiesta debba esser una parabola , basteranno 4 
punti per la determinazione di essa, imperocché insieme alle e- 
quazioni di condizione somministrate dai 4 punti dovrà esser sod- 
disfatta 1’ altra ò * — ual — 0 ; la cui forma quadratica mena poi 
alla conseguenza che pei 4 punti potranno in generale passare 
due parabole, ed anche nessuna quando la risoluzione conducesse 
a risultamene immaginarli. 

Del resto poiché una curva del 2° ordine non può esser in- 
tersecata da una retta in più di 2 punti , è evidente che dei 
punti dati giammai 3 potranno esser in linea retta : E se questa 
condizione non fosse soddisfatta , la risoluzione menerebbe non 
pertanto ad un’ equazione del 2° grado, che non rappresentereb- 
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be però alcuna curva , ma in vece due rette ovvero una sola , 
o in fine resterebbe indeterminata. 

La risoluzione analitica , quando si voglia attuarla per 1’ indi- 
cata via, sarà per riuscire abbastanza lunga attesa la corrispon- 
dente eliminazione , quando anche gli assi coordinati fossero con- 
dotti in modo che 4 delle 10 coordinate dei 5 punti risultassero 
*= 0. Più facilmente si giungerà alla meta, traendo profitto nel 
seguente modo dair osservazione già fatta nella nota a pag. 17. 
Siano M f , M„ M„ M 4 , M, i punti dati. Porremo primieramente da 
parte uno di essi , p. e. M, ; pei 4 che restano si potranno con- 
durre 6 rette , delle quali ne sceglieremo quattro in modo che 
tre di esse comunque prese non passino per un medesimo pun- 
to. Siano p. e. (1, 2) , (3, 4) (1, 4), (2, 3) le linee prescelte, 
le cui equazioni si potranno rappresentare con : 

(1, 2)-0, (3, 4) = 0 , (1, 4) = 0 , (2, 3) = 0. 

Componendo per via di moltiplicazione le equazioni di 2° grado 
in x , y : 

(1, 2). (3, 4) = 0, (1, 4). (2, 3) = 0, 

la prima di queste rappresenterà il sistema delle due rette (1,2) 
e (3, 4) , e sarà in conseguenza soddisfalla dalle coordinate dei 
4 punti M t , M, , M, , M* ; la seconda ha per lungo geometri- 
co le due rette (1, 4) , (2, 3) , e sarà soddisfatta dalle stesse 
coordinate. Or moltiplicando una di queste equazioni per una 
costante indeterminata X c poi addizionandola all’ altra , avremo 
l’ equazione: 

(1, 2). (3, 4) + X(l, 4). (2, 3) = 0, («) 

la quale evidentemente sarà soddisfatta dalle coordinate degli 
stessi 4 punti , e poiché essa è di 2" grado , così sarà l’ equa- 
zione generale di tutte le lince del 2° ordine che potranno esser 
condotte pei 4 punti M, , M, , M, , M t . 

Ed affinchè la curva contenesse anche il punto M„ , sostitui- 
remo in (a) le coordinale di questo punto ad x ed y\ ed avremo 
così un’ equazione di condizione , mercè la quale sarà determi- 
nata X. Se la curva debba essere una parabola , X sarà determi- 
nata dalla stessa (<i) mercè la condizione 6* — aa' — 0. 

* 
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Se la curva , invece di passare pel punto M, , debba toccare 
una retta data , allora mercè l’ equazione della retta y—mx+n 
si eliminerà da (a) una delle variabili, ed esprimendo inoltre che 
l’ eliminala debba avere eguali le due radici , si avrà un’ equa- 
zione di condizione per determinare X. 

Se tra le quantità date si trovino certi punti o linee rimar- 
chevoli , appartenenti alle curve del 2° ordine , il numero delle 
condizioni necessarie alla determinazione della curva si troverà 
diminuito. Se p. e. trattandosi di un’ ellise od iperbole , sia dato 
il centro , allora non bisogneranno che 3 condizioni , imperoc- 
ché togliendo ad origine il centro, l’equazione avrà necessaria- 
mente la forma: 


mz'-f- 2 fori/ + 1 = 0, 

la quale non contiene che tre costanti indeterminate. 

La stessa cosa risulterà, se sia dato uno dei fuochi, imperoc- 
ché prendendo questo punto come polo , ed una retta , comun- 
que condottavi, per asse polare, avremo 1’ equazione polare delle 
linee del 2° ordine: 


2[ 1 -f- ecos{a -f- 0) ] ’ 

la quale contiene soltanto le 3 costanti indeterminate p , e , a. 
Le 3 condizioni necessarie alla loro determinazione si ridurranno 
a due nel caso di una parabola , slantechè per questa curva si 
ha s ss* 1. 

Poniamo, per esempio, che insieme al fuoco siano dati 3 punti 
pei quali la curva debba passare: ridotta l’equazione precedente 
alla forma: 

r + r«cos(a + 6)=- |- , 

questa, mercè lp, risoluzione di cos(a-f-e) e l’introduzione di 
due nuove costanti: 


diverrà 


h = «cosa ■, k «=» «sena , 
r -f- ftrcosO — krscnO =-£- . 

M 
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Or siano x, y le coordinate rettangolari di uno dei punti dati , 
prendendo il polo per origine e 1’ asse polare per quello delle 
x , sarà : » 

x =a rcosO , y = r$enQ; 
quindi 1’ ultima equazione si trasformerà in: 

r -f hx — ky = -y- , 


nella quale si ha r = t/\ Ciascuno dei tre punti sommini- 

strerà una simile equazione, e quindi si avranno i valori del pa- 
rametro p e delle due costanti h e k. In fine si avrà: 

* = k* , tga —~j~ ‘ 

Se è data la posizione di un sistema di diametri coniugati , 
si richiederanno due condizioni per la determinazione di un’ el- 
lisse od iperbole , ed una sola per quella di una parabola, come 
immediatamente risulta dalle equazioni di queste curve riferite a 
diametri conjugati. 

Se per la determinazione di un’iperbole è dato un assintoto, 
questo dato sarà equivalente <a due condizioni , vale a dire ad 
una tangente con un dato punto di contatto, giacente a distan- 
za infinita. Se poi siano dati i due assintoti , non si richiederà 
che una sola condizione , stantechè 1’ equazione agli assintoti 
contiene una sola costante. 


CAPO SETTIMO. 

ry ALCUNE LINEE ALGEBRICHE DI ORDINE SUPERIORE , 

ED ALCUNE CURVE TRASCENDENTI. 

I. Linee algebriche di ordine superiore. 

78. Una ricerca completa delle linee algebriche di ordine su- 
periore al secondo , mercè l’ analisi delle equazioni generali del 
3° , 4" , . . . grado tra due variabili , non sarebbe facile ad ese- 
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girirsi attesa la sua vastità e l’insufficienza dei mezzi analitici. 
Il numero delle forme geometriche contenute in un 1 equazione 
di grado superiore aumenta in proporzione «incomparabilmente 
più grande del grado stesso. Newton ricercò quelle del 3 U gra- 
do e ne distinse 72 specie che ordinò in 14 generi ; indi Stir- 
ling e Cramer vi aggiunsero 6 altre specie : Eulero le divise in 
16 famiglie. Questi ha pu ranco considerato le curve del 4° or- 
dine e le ha distinte in 146 famiglie , le quali comprendono un 
numero assai grande di specie. Attesa la poca utilità pratica di 
tutte queste curve si è pensato limitarsi ad alcune di esse, che 
si offrono all’ occasione di speciali problemi, e viemeglio studiar- 
le. Noi ci facciamo a considerarne alcune delle più importanti. 

Tra le curve più semplici di ordine superiore si annoverano 
quelle in cui l’ ordinata è una funzione algebrica , intera e ra- 
zionale dell’ ascissa , e la cui equazione ha in conseguenza la 
forma ; 


y — A, -f* A,a: -f- A„a?* -f- A,®’ + .... + A m a; m . 

Queste curve vanno sotto la denominazione generale di curve 
paraboliche del grado m ,imo , quando la funzione a destra è 
del grado m‘ imo *). E poiché ad ogni valore di x risponde un so- 
lo valore di y , il quale cresce indefinitamente con x , sia que- 
sto positivo o negativo , ne segue che queste curve si compon- 
gono di un solo tratto che all’infinito si estende d’ambo i lati. 
Noi ci siamo già serviti di queste curve nella teorica delle equa- 
zioni algebriche , ove sono di speciale importanza. 

Una curva parabolica di grado m* imo contiene in generale m-f 1 
costanti , ed in conseguenza richiede per la sua determinazione 
m -j- 1 condizioni ind pendenti. 11 problema più importante, che 
vi si riferisca, è quello di determinare la curva che passi per m-f-l 
punti dati. 


’) L’ equazione di 2° grado : y = A 0 -1- A,a? -f- A*®* , ha per luogo geo- 
metrico la parabola comune , la quale ha 1* asse parallelo a quello del- 

A, , 4 A 0 A, — A? 

le y , l’ascissa del suo vertice è— , l’ordinata tre , 

2A„ 4A a 


ed il parametro è =- — , come si troverà facilmente mercè le teori- 
A a 

che esposte nel capo IV , n° 37. 
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Si dà in ispecie il nome di parabole di ordine superiore 
alle curve , le cui equazioni hanno la forma y a = px m ; la cosi 
detta parabola comune, conica o appolonica, y*=px , 
n’è un caso speciale. La curva, che ha per equazione y*—px\ 
dicesi in particolare parabola di Neil o parabola cubica, 
e sta in istretta connessione colla parabola comune , sulla qual 
cosa torneremo più tardi. Quanto poi alla forma delle parabole 
di ordine superiore , essa dipende da ciò che gli esponenti m 
ed n , che sono sempre numeri interi e positivi , potranno es- 
ser entrambi pari o dispari , ovvero 1* uno pari e l’ altro dispari. 

j». Problema. Trovare una curva tale, che il pro- 
dotto delle distanze di ogni suo punto da due punti 
fissi, sia eguale ad una data costante a*. 

Prendiamo la congiungente dei punti fissi F , F' ( fig . 45) per 
asse delle ascisse , ed il punto medio 0 di FF' = 2 c come origi- 
ne ; sarà FM — y' 4* ( e — X Y j = 3/’ + ( e 4- x)* ; e doven-. 
do per la condizione del problema esser FM. F'M = c% si avra: 

[Jl*+ ( e — *)*] 12/*+ (e + *)*] = a 1 , 

donde mercè facili riduzioni si otterrà : 

(y'+ *’)•+ — x') = a*- e* (1) 

per equazione della curva richiesta. La quale , come vedesi, è 
di 4° grado , e porta il nome di curva di Cassini. 

Essendoché l’ equazione (1) rimane inalterata, quando ad x, ed 
y si sostituiscono — x, — y , è chiaro che l’origine sarà cen tro 
della curva , ed ogni corda per esso condotta vi sarà divisa in 
due parti eguali. Aggiungendo ai due membri dell’ equazione (1) 
una volta 4e*x 2 ed un’ altra volta — be'y‘ , si avranno le se- 
guenti forinole : 

y a =» — e 1 — x*+ |/V -(- 4eV , 
x* =* e* — y 2 ± iey*, 

dalle quali immediatamente si rileva che la curva ha per assi 
coordinati i diametri principali , e che iu conseguenza essa 
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n’ è divisa in due parli simmetriche, ed è chiusa in uno spazio li- 
mitato ; quindi non ha rami infiniti. 

Chiamando a! , ìf le coordinale dei punti d’ intersezione della 
curva cogli assi , si avrà : 

x' ssa -4- 1/ e*~t~ a* , y' = zhi // / — e 1 - 

Estendendo la discussione, sono da distinguersi i seguenti casi: 

1) «>e ; in questo caso è da ritenersi il solo segno -f- sotto 
il radicale esprimente il valore di x ' , quindi la curva interseche- 
rà ciascuno degli assi in due punti soltanto. Ad ogni valore di x , 

che numericamente sia minore di x' = l/e* -f- a* , corrisponde- 
ranno due valori di y , eguali ed opposti ; per ogni valore più 
grande di x, y diverrà immaginaria: imperocché essendo a:* < e 2 -fa’, 
sarà a 2 > x 1 — e*, o 4 >(ar* — e*)* » ovvero n 1 >x 4 — 2e'x*-\-e l , 

ovvero a 4 -f4eV*>(x' , -}-e 1 )* , va * c a dire l/a*-f4e’V> 

.quindi nell’ equazione (2) y 2 sarà positivo, e viceversa. La curva 
racchiude in conseguenza uno spazio bislungo , ed avrà una fi- 
gura ovale o ellissiforme (fig. 45) finché sarà a > e[/2 , ed una 
figura depressa nei punti B , B’ {fig. 46) quando a sia compre- 
sa tra e [/I ed e. 

2) a = e. In questo caso 1’ equazione della curva diviene : 

(2/M-sT+W- **) = (>, 

ovvero (4) 

y' = — e’ — £*4- «l/e*+ 4x% 

nella quale ponendo y — 0 , si ottiene : 

x' = 0 ed x' = ± el/ 27 

6 

Quindi la curva taglia 1’ asse delle ascisse nell’ origine e in due 
altri punti che ne distano da un lato e dall’altro della stessa 
quantità e[/z- Ogni valore di x, numericamente ~>e\/l rende- 
rà y immaginaria , mentre ad ogni valore più piccolo di x cor- 
risponderanno due valori reali , eguali ed opposti di y. Donde 
segue che la curva ha una figura nodi forme {fig. 47) , donde il 
nome di Lemniscata , ossia linea a nodo , che ha ricevuto, 
11 punto 0 è un cosi detto punto duplo, perchè due volte in- 
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contrato dalla curva. Alla distanza ® = rbs-ol/iT corrisponde il 
valore massimo dell’ ordinata , ed i punti corrispondenti della 
curva si trovano sulla circonferenza di un cerchio, descritto dal 
punto 0 come centro col raggio OF = e. Nella figura è OF = 0F' 
s= e , il semiasse OA = OA' = e[/2 , e per ogni punto M della 
curva si ha : 

FM.FM = OF** 

3) a<e. In questo caso sarà immaginaria y' = rh 1/ a* — e* , 
quindi 1’ asse delle y non sarà incontrato dalla curva. La quale 
poi incontrerà l’ asse delle x in 4 punti , determinati dalle ascis- 
se.®, = ±V / e À — a', ®, = rfcl/V + a* ; per ogni valore di®, 
numericamente minore di ®, e maggiore di ® a , y risulterà im- 
maginaria , ed avrà poi valori reali eguali ed opposti per le a- 
scisse i cui valori numerici siano compresi tra ®, ed ® 4 : in que- 
sto caso dunque la curva costerà di due parti separate, che rac- 
chiudono i punti fissi F ed F' ( fig . 48). 

Sotto queste diverse forme la lemniscata è una curva assai ri- 
marchevole. La sua equazione si semplifica riferendola a coordi- 
nate polari. Ponendo nell’ equazione (4) ®=rcos0, y=r seno, 
si avrà per eqnazione polare della lemniscata: 

r = ±e 1/2 cos2 0, 

donde può immediatamente dedursi che le due tangenti in 0 
(ove è r = 0). formano coll’ asse delle ® un angolo = ± 45.° 

La lemniscata si mostra ancora come luogo geometrico dei pie- 
di delle perpendicolari abbassate dal centro di un’ iperbole equi- 
latera sulle tangenti. Ed in vero essendo in generale : 

oY — bV = — #V 

l’ equazione di un’ iperbole , y = mx n . . . . (a) quella di una 
tangente ad essa : sarà ( n° «* ) a’m 1 — h* — n a = 0 . . . . (0) 

l’equazione di condizione pel contatto, ed y = — ~x .... (y) 

quella della perpendicolare abbassata dal centro sulla tangente. 
Eliminando m ed n dalle equazioni (a) , (/3) , (j.) si avrà: 

(/+**)*+ ò Y — «Ve* 0 
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per equazione della curva dei piedi delle perpendicolari , la quale 
equazione nell’ ipotesi di b — a, vale a dire di un’ iperbole equi- 
latera j si trasforma in quella della lemniscata: 

(y*+*T +a*(y'-x') = 0 > 

che ha il semiasse = a = al semiasse primario dell’iperbole. 

80. Problema. Trovare la curva dei piedi delle per- 
pendicolari abbassate dal vertice della parabola y e =px 
sulle tangenti. 

Disegnando y = mx 4- n 1’ equazione della tangente, sarà p =3 

1 

4mn [n° 71 equ. (£)] la condizione di contatto, ed y = — —x 

sarà P equazione della perpendicolare abbassata dal vertice sulla 
tangente. Eliminando m ed n da queste tre equazioni , si avrà 
quella della curva richiesta , che porta il nome di cissoide , 

4 x* 

y p + 4x ' 

Da questa equazione si rileva che y sarà reale pei soli valori ne- 
gativi di x che sono compresi tra 0 e — . La curva in conse- 
guenza giacerà per intero tra la direttrice UU' (fig. 49) della pa- 
rabola e la tangente OY menata pel vertice. Scambiando i due 
semiassi delle x, e scrivendo in conseguenza — x in vece di -f- x, 
e ponendo per brevità p = 4 q, l’ equazione precedente sarà tras- 
formata in : 



Ad ogni valore di x , compreso tra 0 e q, corrisponderanno 
due valori eguali ed opposti di y; quindi la curva sarà simmetri- 
ca rispetto all’ asse delle x. Ponendo x = 0 , sarà anche y = 0, 
in conseguenza la curva passa per P origine ; e crescendo x cre- 
scerà ancora y, che diverrà infinita quando sarà x = q. Il deno- 
minatore q — x rappresenta la distanza di un punto della cissoi- 
de dalla direttrice ; e poiché q — x = , è chiaro che que- 

sta distanza andrà diminuendo ed approssimandosi indefinitamen- 
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le a zero , a misura che si aumenterà y : la direttrice è dunque 
un assintoto della curva. 

Descrivendo un cerchio sulla 0D=q come diametro, y t =qx—x 7 ‘ 
ne sarà 1’ equazione ; e se per 1’ origine 0 si conduca una qua- 
lunque retta , disegnata dall’ equazione y = ax , essa incontrerà 
il cerchio e la cissoide nei punti N ed M, le cui ascisse saranno: 


OR 


l + a“ ’ 


OP: 




1+a* 


quindi anche DP = OD — OP = = OR , ed in conseguenza 

BM = ON ; donde risulta un metodo semplicissimo di costruire 
la cissoide per punti. 

II. Curve trascendenti. 

81 . In generale ogni curva , la cui equazione non può assu- 
mere forma di funzione algebrica razionale delle coordinate pa- 
rallele x, y dicesi trascendente. Quindi apparterranno a questa 
classe anche le curve , nelle cui equazioni x ed y , ovvero en- 
trambe le coordinate sono elevate a potenze con esponenti irra- 
zionali , p. e. y = x^* . Purtuttavia noi qui ci occuperemo sol- 
tanto di quelle , per le quali una delle coordinate è data mercè 
una funzione trascendente dell’ altra. 


Linea logaritmica (logistica). 

Disegnando e la base dei logaritmi naturali , I’ equazione di 
questa curva sotto la forma più semplice sarà : 

X 

y = ae *, ovvero x = al — -, (1) 

a 

ovvero prendendo a come unità di lunghezza , 

y = c x , o x = ly , (3) 

dimodoché le ascisse rappresenteranno i logaritmi naturali delle 
ordinate. Dall’ equ. (1) si ha y<=a quando sia x = 0; la cur- 
va dunque taglia l’.asse delle coordinate alla distanza OA = a 
dall’origine (fig. 50). Con x crescente lo sarà anche y, che per- 
verrà all’ infinito insieme con x. Per valori negativi di x si avrà 
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y positiva , ma sarà decrescente come x andrà aumentando , e 
diverrà infinitesima quando sarà x = — co; l’asse delle x sarà 
dunque un assintoto della curva , la quale giacerà intieramente 
al disopra dell’ asse delle x. Al disotto di questo asse non vi so- 
no che punti separati, isolati, in numero infinito che rendono sod- 
disfatte l’ equazioni precedenti , ma che non formando una serie 
continua non possono appartenere alla curva. Di tali punti iso- 
lati si hanno in ispecie per quei valori di x che sono espressi da 


frazione con denominatore pari. Imperocché ponendo 
1’ equazione (2) sarà riducibile alla forma : 


ly. 



ovvero y * 


p_ 

e q , vale a dire y = 



Il positivo di questi due valori apparterrà all’ordinata della cur- 
va , corrispondente all’ ascissa x = , il negativo ad un pun- 

to isolato. 

Una forma più generale dell’ equazione della curva logaritmica 

si ha in : y smb 5 ", in cui ò rappresenta un numero positivo 
assoluto , m ed » sono quantità lineari di qualsivoglia segno. Que- 
sta equazione si può facilmente ridurre alla forma (1). Ponendo 

b“s=e* , si avrà o= quindi 


y = me*. 

Trasportando l’ origine sull’ asse delle ascisse di una quantità in- 
determinata § , e ponendo in conseguenza x -f- § in vece di x, 
1’ ultima equazione si trasformerà in : 

iq. ji % l_ 

y = me" “=me*.e*; 

£ 

nella quale determinando § in modo che sia me * = a , vale a 

x 

dire che sia = al si avrà y = ae*. 
immaginando che la curva logaritmica BAC (fig. 51) , la cui 
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equazione è y = ae *, giri intorno all’asse delle y fino a pren- 

X 

dere la posizione B’AC', in cui abbia per equazione y=ae \ Ogni 
retta menata parallelamente all’asse delle y alla distanza 0 p=x, 
intersecherà queste due curve nei punti M ed M' ; or se N è il 
punto medio di MM', si avrà PN =-j(PM -f-PM') , ed in con- 
seguenza ; 

y = ia(e' i +e T ) 

sarà F equazione del luogo geometrico DAE di questi punti me- 
dii , il quale luogo è ancora una curva trascendente. La quale ha 
ricevuto il nome di catenaria , imperocché , come nella Mec- 
canica si dimostra , una catena , o meglio un filo perfettamente 
flessibile ed inestensibile gravato in tutti i punti di eguali pesi , 
prende la forma di questa curva. 

8*. Quando una curva va rotando su di un’altra fissa senza 
sdrucciolare su di essa , un punto giacente nel piano della cur- 
va mobile e con essa invariabilmente congiunto, descriverà una 
nuova curva (denominata roulette dai geometri francesi, roll- 
linie dagli alemanni ) delle cui varie specie noi ci faremo a con- 
siderare le seguenti. 

1. La Cicloido comune. 

Facendo rotolare un cerchio sopra una retta fissa , un qualsi- 
voglia punto preso sulla circonferenza del cerchio descriverà una 
curva, denominata cicloide comune o semplicemente cicloi- 
de. Per ottenere l’ equazione di questa curva , sia XX' (fig. 82) 
la retta fissa , la base , MBN il cerchio rotante (cerchio ge- 
neratore) in una certa sua posizione ; M il punto descri- 
vente , e quindi un punto della cicloide , ed 0 un punto del- 
la XX' , col quale il punto M coincideva in una delle preceden- 
ti posizioni del cerchio generatore. Prendendo per asse delle a- 
scisse la XX' , e la perpendicolare OY , elevatavi dal punto 0 , 
qual asse delle ordinate , sarà OP *= x , MP = y. Ponendo l’an- 
golo BCM, denominato angolo di giro, *=p, sarà arc.BM=a?, 
a disegnando il raggio del cerchio generatore e <? F arco descrit- 
to col raggio = 1. Segue inoltre dalla natura stessa della rota- 
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zione che OB = are. BM = wp ; e poiché si ha : 

OP = x — OB — BP = OB — MR , ed MR «= asenp , 

MP = y = CB — CR , e CR = a cosp , 

sarà : 

x = a (o — sen?) , y — a (1 — cos?). (1) 

Eliminando <p si avrà l’ equazione deila cicloide ; or dalla 2* del- 
le due ultime equazioni risulta: coso = — — — ; quindi 

<p = arccos sen y = -i- \/% ay — y* ) 

in conseguenza : 

x = a. are cos — [/2ay—y r • (2) 

Purtultavia nel maggior numero dei casi in vece dell’ equazio- 
ne (2) si adopera con vantaggio il sistema delle equazioni (1), le 
quali esprimono le coordinate x ed y di un punto della cicloide 
mercè una terza variatila <p , la quale può ammettere tutti i va- 
lori compresi tra — oo e -f-oo. 

Per ogni valore di <p delia forma ± 2 nr , in cui n è numero 
intero e positivo , sarà y = 0 mentre i corrispondenti valori di 
x sono dati dall’ espressione ± 2nar ; quindi la cicloide tocca 
l’asse delle ascisse iu una infinità di punti , . . . 0 , 0' , . . . 
che disiano tra loro di 2ar , e la curva costa di un’infinità di 
archi congruenti, come 00', di cui ordinariamente non si considera 
che un solo. Le ordinate acquistano il loro valore massimo 2 a , 
quando coso= — 1, ossia <?—r, o in generale <p—±( 2n-f-l)jr; 
al quale valore di f appartiene l’ ascissa x — OD = ai: = - 00'. 
11 punto corrispondente A , il più alto della cicloide , dicesi ver- 
tice. Le due metà OD e DO' della cicloide , giacenti ai due la- 
ti del vertice, sono congruenti , essendo noto che cos (r — 4')= 
cos(t-}- 4'). La perpendicolare AD abbassata dal vertice sulla ret- 
ta XX', dicesi asse della cicloide. 

Nella applicazione è sovente più comodo prendere per origine 
il vertice A ; e contando le nuove ascisse sull’ asse AD , sarà 
AQ = x ' , A1Q =» y' ; ed x = OD — MQ = az — y , y = AD — 
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AQ = 2a — x' ; cosi le equazioni (1) si trasformeranno in : 
x' = a + «cosp , y'*=a (r — p)-f-asenp } 
ovvero , ponendo t — <p = ^ > 

x’ — a (1 — cos^) , y' = a -(- sen^) ; 
dalle quali eliminando ^ si avrà : - 

y' = a are cos + \/ 2ox' — x'\ l 

2 . La cicloide allungata e l’accorciata. 

85. Se il punto descrivente M in vece di stare sulla circonfe- 
renza del cerchio generatore, si trovi dentro o fuori di essa, si 
avrà nel primo caso la cosi detta cicloide allungata, ( fig . 53), 
e nel secondo la cicloide raccorciata (fig. 54). Si prenda 
di nuovo la base come asse delle ascisse , e per origine il pun- 
to in cui vien toccata dal cerchio generatore in quella sua po- 
sizione per la quale il punto descrivente starà verticalmènte al 
di sotto del centro ; s’indichi inoltre con a il raggio del circo- 
lo generatore , con b la distanza del punto descrivente M dal 
centro di esso , con <p l’ angolo di giro MCB (fig. 53 e 54) , e 
si faccia OP = x , MP = y ; si avrà collo stesso metodo seguito 
per la cicloide : 

x = a? — hsemp, y = a — bcosy ; 
ed eliminandone © , 

x = a are cos — [/p— (a— yf , 

che sarà l’ equazione della cicloide allungata o raccorciata, secon- 
dochè sarà b< ovvero >a. Quando è a—b, queste equazioni si 
trasformano in quelle della cicloide comune. Prendendo il verti- 
ce A per origine , e contando le ascisse x' sull’asse AD, l’ulti- 
ma equazione assumerà la forma più semplice : 

gJ 

y’ — a are cos -j— + V2bx — a". 
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3. L’epicicloide e l’ ipoc isloide. 

84. Se un cerchio (cerchio generatore) va rotanto sul lato con- 
v esso della circonferenza di un altro cerchio fisso (cerchio di ba- 
se) , un punto dato sulla circonferenza del cerchio generatore 
descriverà F e p i c i ci o i d e. 

Supponiamo primieramente che il contatto dei due cerchi sia 
esterno , e sia ABA' (f ig. 55) il cerchio di base ; BMN il cer- 
chio generatore in qualsivoglia posizione , M il punto descrivente, 
il quale in una precedente posizione dell’ ultimo cerchio coince- 
deva col punto A del cerchio di base. Prendiamo il centro 0 del 
cerchio fisso come origine , il suo diametro prolungato per A 
qual asse delle ascisse , e conduciamo le perpendicolari MP , CQ 
ed MR ; le coordinate del punto M dell’ epicicloide saranno : 

x = OP = OQ -}- MR , y = MP = CQ — CR ; 

or indicando con R , r i raggi del cerchio fisso e del mobile , 
con <? e <p' gli angoli AOB e BCM, si avrà arcAB=arcBM, va- 

le a dire Ry = Tf' , quindi <?' = — 9 ; sarà inoltre : 

OQ = (R + r) cos® , MR = r sen MCR 
CQ = (R + r) sen 9 , CR = r cos MCB, 

e poiché ang. MCR = 9' — (90° — <?) = — [90° — (9 -\-?)] — — 

R v 

[90" 9] ; così si avrà : 

r 

sen MCR» — cos — , cos MCR sen - R — - v . 

r r 

Sostituendo questi valori nelle precedenti espressioni di x ed y, 
si otterrà per P epicicloide il sistema delle equazioni : 

®s=(R + r) cos 9 — rcos R <p 

r 

y = (R + rjseny — rsen R + r <p. 

r 

Se il circolo generatore ha cominciato il suo moto dal luogo 
in cui M ed A coincidevano insieme , ne avverrà che quando 
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la lunghezza dell'arco AEA' percorso sul circolo fisso avrà pa- 
reggialo la periferia del cerchio mobile , il punto M verrà di- 
nuovo a' conlalto col cerchio di base in A'", e con ciò avrà de- 
scritto l’ arco ADA' di epicicloide. Continuando il moto del cir- 
colo generatore , il punto M descriverà un secondo arco del tut- 
to congruente al primo , e così di seguito. Se il rapporto R ; r 
dei due raggi è irrazionale, è chiaro che nessuno degli ar- 
chi seguenti potrà venire a soprapporsi con alcuno dei prece- 
denti ; in questo caso 1 ’ epicicloide si comporrà di un numero 
infinito di archi congruenti. Ma se il rapporto R ; r è razionale, 
il punto M dopo una o più circonvoluzioni verrà dinuovo a coin- 
cidere con A , e di qui tornerà continuamente a percorrere gli 
archi già una volta descritti. In questo caso adunque l’ epicicloide 
si comporrà di un numero finito di ardii. 

Nell'ultimo caso, ossia quando il rapporto R r è razionale, 
l’ eliminazione di p dalle equazioni ( 1 ) mena ad un’equazione al- 
gebrica tra x ed y , dimodoché in questo caso Tepicicloide cessa 
di esser una curva trascendente. Imperocché avendosi R ; r = 
min, m ed n rappresentando numeri interi , le equazioni ( 1 ) 
dh ungono : 

m 

x — (R -f- r)cosy — rcos(nt -f- n) — — , 
y = (R -f- r)sen <p — rscn(in + n) , 

ovvero, ponendo 9 > = n 4 -, = 

x = (R + r)cosn 4 — rcosfe>4, 
y = (R r) sen n 4 1 — r sen k 4>. 

Ma quando no k sono numeri interi , é noto che sentnb, cosn^, 
sen&vp possono esser razionalmente espressi mercé le potenze di 
se n >4 e cos 4 ; ne viene che sostituendo queste espressioni nell’e- 
quazioni ( 2 ) , e facendone sparire scn^ e cos 4 mercè la rela- 
zione scn 2 4 / + cosSl = 1 , si perverrà necessariamente ad un'e- 
quazione algebrica tra x ed y. 

11 caso più semplice di questa specie è quello in cui si suppo- 
ne R = r; le equazioui dell’ epicicloide divengono allora: 

ar = 2 rcos<p — rcos 2 9 ), y = 2 r sen 93 — rsen 29 >, 

Hebr Geom. Anal. ® 
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te quali mercè le note relazioni : 

sen2p = 2seny cosy , cos 29 > = 2cos*y — 1, • 
si trasformano nelle seguenti : 

arar (2cosp — 2cos*p-f* 1) , y — 2rsen$> (1 — cos®). 

Trasportando l’origine nel punto A (fig. 56) e scrivendo in 
conseguenza a; -j- r in vece di x , si avrà : 

x = 2rcosp (1 — cosf>) , y = 2rsen<p (1 — cosp). 

Or se queste equazioni si elevino a quadrato e se ne faccia 
l’ addizione , si otterrà : 

a* -f- y* — ir* (1 — coso)* , , ' 

c dividendone in vece la seconda per la prima , si avrà : 

* 9 ? = ~ » < I uindi cos ? — — > 

x r x * + 

valore che sostituito nell 1 equazione precedente ci dà : 

x' + y* = 2 r (|/V + y* — x) , 

ovvero 

(x* 4- J/T + irx(x* -f y‘) — ir’y* = 0, 

per la richiesta equazione dell’ epicicloide. La quale a cagione 
della sua figura cordiforme ha tolto il nome di car diode. 

Ponendo x — pcosd, y = /ssenO , si avrà per equazione po- 
lare della cardiode: 

p — 2r (1 — cos 0) = ir sen® £ 0. 

Conducendo pel punto A una qualsivoglia retta MM' , la qua- 
le incontri il cerchio fisso in un punto P , ponendo 1’ ang.MAX=9, 
si avrà : 


AM == 2r — 2r cos0 , AM' *= 2r -f- 2r cos0 , 


quindi 


AM -f- 2r cos0 = AM' — 2r cos0 = 2 r ; 
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e poiché nel triangolo ABP si ha AP— 2r cosO , sarà PM=PM'=2r, 
la quale proprietà della cardiode somministra un mezzo sempli- 
cissimo per la sua costruzione. 


8*. Quando il cerchio generatore va rotando sul lato interno, 
concavo della circonferenza del cerchio fisso (nel qual caso il 
raggio del primo cerchio dev’ essere minore di quello del secon- 
do), allora un determinato suo punto descriverà l’ ipocicloide. 

Le equazioni di questa curva si ottengono collo stesso metodo 
che quelle dell’ epicicloide , al che accenna la fig. 57. Ma si de- 
durranno più facilmente da quelle dell’epicicloide, prendendo con 
segno contrario il raggio del circolo generatore. Con ciò si avrà 
per l’ ipocicloide il sistema di equazioni: 


X ssa (R r) COS f 4 " r C0S 

y — (Il — r)senp — r sen 


R — r 
r 

R— r 
r 


9 » 
? 


( 1 ) 


L’ ipocicloide ancora si comporrà di un’ infinità di archi eguali 
ad ADA', quando il rapporto R : r sia irrazionale. Ma se i raggi 
sono commensurabili il numero degli archi sarà finito , e 1’ ipo- 
cicloide sarà in questo caso una cuna algebrica, imperocché 1’ e- 
liininazione di ? dalle equazioni (1) condurrà ad un’ equazione 
algebrica tra x ed y. 

Un risullamcnto rimarchevole si avrà nella supposizione di 
R = 2r , mercè la quale le equazioni (1) si trasformano in : 

a: = 2rcos®, y= 0, 

che chiaramente appartengono al diametro del cerchio fisso, condot- 
to per l’origine del moto. In questo caso l’ ipocicloide sarà dunque 
una retta, e propriamente il suddetto diametro del cerchio fisso. 

Quando il raggio del cerchio generatore sia maggiore di quello 
del cerchio fisso , sarà necessario che la rotazione , nel caso di 
contatto interiore, avvenga sul lato convesso del cerchio 
fisso, e la curva generata sarà ancora un’epicicloide. Impe- 
rocché ponendo nelle precedenti equazioni (1) r = R-f-/>> esse 
prenderanno la forma: 

ar = (R + p) cos ? — p cos?, 
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V = ( R + P ) s<*H -jj4— - ? — pscn ? , 


le quali poi , facendovi 
divengono : 


K + P 


- 9> = vp , quindi y 


R+P , 

"“f ** 


X — (R -(- p) COSvp — P COS 'r' 
y = (R -f- p) scn vi — p sen -il? 


le quali appartengono ad nn’ epicicloide , il cui cerchio genera- 
tore di raggio p tocca esteriormente il cerchio fìsso di raggio R. 

Donde si rileva che ogni epicicloide può esser generata di due 
maniere ; o sul cerchio fisso di raggio 11 si muove il cerchio ge- 
neratore di raggio r , toccandolo esteriormente ; ovvero sullo 
stesso cerchio di raggio R si muove un cerchio di raggio R-f-r, 
avendo luogo un contatto interiore. 


4. L’evolvente del cerchio. 


86. Quando una linea retta si muova sulla circonferenza di 
un cerchio in modo clic senza scorrere su essa la tocchi conti- 
nuamente , allora un dato punto della retta descriverà una cur- 
va , la quale è denominata evolvente del cerchio. 

Sia ABN (fig. 58) il cerchio , UM la retta in una posiziono 
qualunque, nella quale tocchi il cerchio in un punto B; sia M 
il punto descrivente , che iu una precedente posiziono della ret- 
ta coincideva col punto A del cerchio ; sia II il raggio del cer- 
chio , e l’angolo AOB = y. Prendendo il punto 0 per origine , 
ed il diametro OA prolungalo per asse delle x , si avrà pei pun- 
to M della curva : 

OP =, x = OQ + 3UR ; MP = y = BQ — BR 
OQ = Il cosy , MR = BIVI sen ? , 

BQ = R seny , B R = BM cos y , 

in fine B\I = are AB = Ry. Mercè la sostituzione di questi va- 
lori si avrà rispetto all’evolvente del cerchio il sistema delle c- 
quazioui : 

x = R(cosy + y sen y) , > • 

y = R(scno — y cos y) , ) 
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Può P evolvente del cerchio riguardarsi come un’ epicicloide , 
nella quale il raggio del circolo generatore essendo divenuto in- 
finito-, il cerchio è degenerato in una retta. E per fermo le e- 
quazioni (1) dell’ epicicloide (0 0 Hi) si trasformano in quelle 
dell’ evolvente del cerchia , ponendo in esse r = 00 . Cosi la pri- 
ma di quelle equazioni, svolgendovi il coseno, diviene : 


x = llcosy 4" r cos? — r cos — p.cosp -f- rsen — - y . senp 
= licosa -4- r cosp(l — cos ■“?>) -f- r sen y. senp 

n j 

= llcosp 4- 2rcosp (sen -j— rsen — ■ 0 . seny. 


Poniamo -iL<p = a, quindi r=s-j^-; ne viene: 

d 1 i> sen*cc 1 n sen 2st 

a- = licosa liscosa. • — 1- llpsenp. - 2 ~ — . 

Or lasciando crescere r sino all’ infinito , a diverrà infinitesimo; 
e poiché: 

sen a a sena „ .. sen2a 

lun- esimi sena = U, elmi — - — = 1 ; sara: 

a a 2a , 

x = R (cos? 4" ?sena). 

Similmente si formerà 1’ equazione per y. 

Volendosi esprimere la curva per mezzo di coordinate polari , 

si avrà nell’ ipotesi di OM = p ed ang. MOP = 0, p = V , 

t(j 0 — 5 quindi: 


P 


hpt+T; 


tgO — 


>09 — 9 
14 -9 >99 


E poiché p dovrà crescere all’ infinito insieme con y , egli è 
chiaro che la curva procederà formando infinite spire intorno al 
cerchio; e perciò va compresa nella famiglia delle spirali, di cui 
ci facciamo a considerare brevemente le cose più rimarchevoli. 


Spirali. 

87. Spirale diccsi ogni curva, la quale con infiniti giri, sera- 
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pre più allargandosi o sempre più risi Tingendosi, circola inforno 
ad un punfo fisso , da cui prende le mosse , o a cui si avvicina 
indefinitamente. In conseguenza della natura stessa di queste cur- 
ve le loro equazioni assumono forme semplicissime mercè 1’ ap- 
plicazione delle coordinate polari , ed in ciò si deve por mente 
alle cose dette in fine del n w 7S. 

1) La Spirale di Archimede, (fig 59) La sua equazione è: 

r = aO, (1) 

in cui r rappresenta il raggio vettore OM di un punto qualun- 
que della curva, 0 l’angolo polare MOX , misurato dall’ arco AP 
descritto dal centro 0 col raggio = 1 , ed a una costante linea- 
re. L’ equazione dimostra che il raggio vettore è proporzionale 
ali’ angolo da esso descritto. Quindi si potrà immaginare questa 
spirale descritta con moto continuo nel seguente modo. Una retta 
indefinita OU si aggira intorno al punto 0 , e su essa si muove 
un punto M in modo da far cammino proporzionale all’ angolo 
descritto dal raggio vettore : in tal modo il punto M descriverà 
la spirale di Archimede. 

Dando a 0 valori negativi 1’ equazione (1) rappresenterà la 
stessa spirale , ma in opposta posizione , e propriamente quella 
che si otterrebbe facendo girare intorno ad OV la spirale rappre- 
sentata nella figura. Le due spirali si contengono nella stessa e- 
quazione , sebbene ordinariamente se ne consideri una sola. 

Siano r , r' i raggi vettori di due punti M , ed M' della spi- 
rale , ed appartengano ad angoli polari differenti per 360° : es- 
sendo r = uO , sarà r 1 = a (0-p2r) , quindi r 1 — r — 2ar. Donde 
segue che la disianza MM' dei successivi giri 1’ uno dall’ altro , 
contata sul raggio vettore , è una quantità costante nella spirale 
di Archimede. 

2) La spirale iperbolica. ( fig 60). La sua equazione è: 

rù — a , (2) 

c sulla simiglianza di questa equazione con quella dell’ iperbole 
riferita agli assintoti poggia il nome di questa curva. Per 0 = 0 
si ha r = ex ; facendo crescere 0 , r diverrà sempre più piccolo 
senza divenir giammai = 0. La curva fa dunque da un solo lato 
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infiniti giri che vanno sempre più ristringendosi intorno al polo , 
senza potervi giungere giammai, e che hanno un intervallo sem- 
pre minore. Quindi il polo forma un cosi detto punto assin- 
totico. 

Essendo M un punto della curva, 0Ms=r, l’ang. MOP = 0, 
MP = y, si ha r=-^- ed y = rsen0; con ciò; 


spuO 



Per ogni valore di 0 che renda soddisfatta la relazione 0>O, sa- 

ra — — <1, quindi y < a; e poiché lim — - — =1 , ne segue 

che come 0 andrà decrescendo , 1’ ordinata y si approssimerà al 
valore di a, mentre r si aumenta all’ infinito. Donde segue che la 
spirale iperbolica da un altro lato ha per assintoto la retta UV, la 
quale corre parallelamente all’ asse polare in una distanza = a. 

3) La spirale logaritmica deriva dalla curva logaritmica, 
quando nell’ equazione (1) di questa curva (n° 81 ) si riguardino 
x ed y come coordinate polari ; quindi 1’ equazione della spirale 
logaritmica sarà: 

0 

J* 

r ae“ , ovvero 0 = ai — , 

a 

in cui e rappresenta la base dei logaritmi naturali. Per 0 = 0 
si ha r = a, e per ogni valore positivo di 0 si avrà un valore 
di r sempre crescente con 0 , per 0 = oo sarà anche r = oo. 
Pei valori negativi di 0 , e cominciando da 0 = 0 a cui corris- 
ponde r = a, i valori di r diverranno più piccoli, come l’es- 
pressione numerica di 0 sarà più grande , dimodoché r diverrà 
infinitesimo quando sarà 0 = — oo. La spirale logaritmica fa dun- 
que intorno al polo infiniti giri, i qual: da un lato si continuano 
all’ infinito rendendo sempre più grandi i loro intervalli , e dal- 
l’ altro lato sempre più si ristringono avvicinandosi continuamente 
al polo senza giammai raggiungerlo. Anche per questa curva è 
dunque il polo un punto assinlotico. I valori negativi di r sono 
possibili per quei soli valori di 0 i quali sono espressi da fratti i 
cui denominatori sono numeri pari ; vi ha dunque un’ infinità di 
punti corrispondenti a simili valori di 0 , ma essi non formano 
una serie continua. 
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